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Die im Rahmen des Sonderforschungsbereiches SFB 920 entstandene Arbeit beschäftigt
sich mit bruchmechanischen Vorgängen und der makroskopischen Beschreibung von of-
fenzelligen Keramikschäumen unter Berücksichtigung des Materialverhaltens des Kom-
paktmaterials mithilfe von numerischen Simulationen. Dabei steht die thermomecha-
nische Belastung einer solchen Struktur während eines Gießprozesses im Vordergrund.
Im Rahmen der bruchmechanischen Untersuchungen konnte der Einfluss von verschie-
denen Strukturparametern aufgezeigt werden. Die Belastungen entlang der scharfen
Kerben im Inneren der Stege ergaben sich dabei als weniger kritisch als entlang der
Stegaußenseiten. Das Kriechverhalten des kohlenstoffgebundenen Aluminiumoxides bei
Hochtemperatur konnte erfolgreich beschrieben und für Schaumstrukturen angewendet
werden. Das vorgeschlagene Modell kann dabei sowohl für virtuell erzeugte Schaum-
strukturen als auch für reale Schaumproben angepasst werden. Mithilfe von homoge-
nisierten Materialmodellen basierend auf neuronalen Netzen ergab sich eine drastische
Reduzierung der Rechenzeit für komplexe Filterstrukturen. Es ist dabei eine Berück-
sichtigung von Plastizität und Schädigung für das Kompaktmaterial möglich.
Abstract
This thesis developed within the collaborative research centre SFB 920 deals with frac-
ture mechanical analyses and the macroscopic description of open-cell ceramic foams
considering the material behaviour of the bulk material by means of numerical simulati-
ons. In the centre of interest is the thermomechanical loading of such a structure during
a casting process. Within the framework of fracture mechanical investigations, the in-
fluence of various structural parameters is demonstrated. The loads along the sharp
notches inside the struts turned out to be less critical than along the outer surfaces
of the struts. The creep behaviour of the carbon-bonded alumina at high temperature
were successfully described and the mathematical description is applied to foam struc-
tures. The proposed model can be adapted for virtually generated foam structures as
well as for real foam samples. Using homogenized material models based on neuronal
networks, a drastic reduction of the computing time for complex filter structures was
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Hinweise
Im Rahmen dieser Arbeit wird die Indexschreibweise von Tensoren verwendet. Somit
gilt die Einsteinsche Summenkonvention, nach der über doppelt auftretende Indizes
summiert und das Summationszeichen weggelassen wird.
Als Koordinatenachsen bzw. Indizes für die Koordinatenrichtungen werden x, y und z
bzw. 1, 2 und 3 äquivalent verwendet.
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1.1 Motivation
Die Ansprüche an metallische Werkstoffe steigen immer weiter. Gewünscht ist hierbei
eine längere Lebensdauer und höhere Belastbarkeit bei gleichzeitig geringstmöglichem
Gewicht, um Kosten zu sparen. Die Tragfähigkeit eines Werkstoffes hängt sehr stark
von seiner Güte bzw. Reinheit ab. Bei Gussteilen kann es vermehrt zu einem Versagen
aufgrund der Clusterbildung von nicht-metallischen Einschlüssen oder eingeschlossener
Luft (Gießpore) kommen, wie es in Abb. 1.1 dargestellt ist.
(a) Bruchfläche aufgrund eines gebildeten Clusters
bestehend aus nicht-metallischen Einschlüssen in ei-
ner Stahllegierung, aus Henschel et al. [36]
(b) Bruchfläche aufgrund eines Lufteinschlus-
ses (Gießpore) in einer Aluminiumlegierung,
aus Krewerth et al. [56]
Abb. 1.1: Bruchflächen gegossener Metalle mit unterschiedlichen Versagensursachen.
Um die Zahl der nicht-metallischen Einschlüsse beim Gießen zu verringern, werden
zunehmend Keramikschaumfilter zur Metallschmelzfiltration verwendet. Außerdem er-
folgt durch den Einsatz der Filter eine Beruhigung der Schmelze, was Lufteinschlüs-
se reduziert. Die Untersuchung solcher Keramikschaumfilter aus Abb. 1.2 findet an
der TU Bergakademie Freiberg im Rahmen des Sonderforschungsbereiches SFB 920
„Multifunktionale Filter für die Metallschmelzfiltration – ein Beitrag zu Zero Defect
Materials“ statt. Dabei soll die aktive Filtration (durch physikalische Prozesse, z. B.
Haftung) und die reaktive Filtration (durch chemische Prozesse, z. B. Schichtwachs-
tum) der Schäume analysiert und verbessert werden. Im Mittelpunkt stehen Filter
aus Aluminiumoxid (Al2O3) für Aluminiumschmelzen und aus kohlenstoffgebundenem
Aluminiumoxid (Al2O3–C) für Stahlschmelzen. Diese sind während des Gießprozesses,
wie er beispielhaft in Abb. 1.3 dargestellt ist, einer komplexen thermomechanischen
Belastung ausgesetzt. Aufgrund der hohen Temperaturen und Geschwindigkeiten wäh-
rend des Gießprozesses sind keine ausreichenden experimentellen Beobachtungen am
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Schaum durchführbar. Für eine Untersuchung der thermomechanischen Vorgänge, wie
Deformation und Versagen des Schaumes, sind deshalb numerische Simulationen erfor-
derlich. Diese stehen im Rahmen dieser Arbeit im Vordergrund. Aufbauend darauf ist
eine Optimierung der Schaumstruktur für die Filtration möglich.
Abb. 1.2: Keramikschaumfilter aus kohlenstoff-
gebundenem Aluminiumoxid mit den Maßen
50mmx50mmx25mm, aufgenommen von Mitarbeitern
des Instituts für Keramik, Glas und Baustofftechnik der
TU Bergakademie Freiberg.
Abb. 1.3: Beispielhafter Gießprozess,
nach Emmel [16].
1.2 Stand der Forschung und offene Fragestellungen
Die Anwendung von keramischen, zellulären Strukturen ist hierbei nicht auf die Ver-
wendung als Keramikschaumfilter für die Metallschmelzfiltration beschränkt, wie es
beispielsweise in Scheffler u. Colombo [81] zu finden ist. Nach Colombo u.
Hellmann [11] gab es zwischen 1977 und 2001 einen etwa exponentiellen Anstieg der
wissenschaftlichen Arbeiten zum Thema keramische Schäume, wobei die Zunahme der
Veröffentlichungen pro Jahr sich weiterhin fortsetzt. Dabei können keramische, zelluläre
Strukturen in offen- und geschlossenzellig unterschieden werden. Für die spezielle An-
wendung des Keramikschaumes als Filter ist es notwendig, dass dieser durchströmbar
ist. Somit müssen die Fenster, welche die einzelnen Poren bzw. Zellen in der Struktur
umschließen, überwiegend offen sein, wie in Abb. 1.4 zu sehen, damit die Schmelze
durch den Keramikschaum fließen kann.
Die komplexe stochastische Struktur von keramischen Schäumen führt zu großen He-
rausforderungen bei ihrer Untersuchung. Beispielsweise müssen sehr viele Zellen be-
rücksichtigt werden, um stochastisch repräsentativ zu sein, wie von Kanaun u. Tka-
chenko [49] betrachtet. Um den Rechenaufwand auf Basis von finiten Elementen (FE)
zu reduzieren, gibt es dabei unter anderem den Ansatz Balkenmodelle zu verwenden.
Es zeigte sich aber bei Storm [101], dass sich solche Balkenmodelle nur zur Unter-
suchung des linear-elastischen Deformationsverhaltens von Schaumstrukturen eignen.
Bei inelastischen Deformationen kommt es zu großen Abweichungen der Ergebnisse der
Balkenmodelle gegenüber den Ergebnissen von Volumenmodellen.






Abb. 1.4: Mikroskopaufnahme eines Keramikschaumfilters, nach Schmidt et al. [82].
Die Festigkeitsbewertung dieser Strukturen findet bisher hauptsächlich für den Span-
nungszustand entlang der Stegaußenseiten statt, wie bei Storm [101] und Zhang
et al. [118] zu finden. Dabei wird bislang der Einfluss des Hohlraumes in den Ste-
gen von keramischen Schaumstrukturen nur unzureichend berücksichtigt. Vorarbeiten
haben gezeigt, dass dieser Hohlraum einen Einfluss auf die Struktursteifigkeit besitzt,
siehe Settgast [85]. Dieser herstellungsbedingte Hohlraum kann mitunter zu schar-
fen Kerben in den Stegen führen. Wenn diese inneren Kerben unter Berücksichtigung
der Arbeit von Dini u. Hills [15] als Risse behandelt werden, ist die Anwendung
einer bruchmechanischen Analyse möglich. Hierfür können dann die in Kuna [57]
vorgestellten Konzepte und numerischen Verfahren verwendet werden. Dabei gibt es
verschiedene Bruchkriterien, um entscheiden zu können, ob bei einer komplexen Be-
lastung an der Rissfront eine Rissausbreitung stattfindet, siehe Kuna [57], Munz u.
Fett [68, Kap. 3] oder Richard et al. [77].
Zur Lösung eines gegebenen Problems auf der Makroskala gibt es verschiedene Ansät-
ze. Zum einen kann das Problem mittels eingebetteter Lösungsverfahren, auch FE2
genannt, gelöst werden. Hierfür ist das iterative Lösen des Problems auf der Ma-
kroskala mit jeweils mindestens einer FE-Rechnung der diskretisierten Struktur auf
der Mikroskala für jeden Punkt auf der Makroskala nötig, wie es in Kouznetso-
va [52, Kap. 2] detailliert beschrieben ist. Zum anderen gibt es die Möglichkeit ein
homogenisiertes Materialgesetz zu entwickeln und anzuwenden. Dieses wird auf der
Basis von diversen Lösungen von Belastungsfällen an der diskretisierten Struktur auf
der Mikroskala aufgestellt. Für die Lösung des Problems auf der Makroskala ist im
Anschluss dann nur der Aufruf des homogenisierten Materialgesetzes nötig. Die ers-
te Wahl sollte ein homogenisiertes Materialgesetz sein, da die FE2-Variante zu einem
enormen Rechenaufwand führt, hervorgerufen durch die Notwendigkeit von sehr vielen
FE-Simulationen auf der Mikroskala. Aufgrund des pfadabhängigen Materialverhal-
tens, welches für Schaumstrukturen zusätzlich noch sehr komplex sein kann, stellt die
Beschreibung des elastisch-plastischen Verhaltens von Schäumen mittels eines homo-
genisierten Materialgesetzes eine große Herausforderung dar.
Für rein linear-elastisches Verhalten des verwendeten Materials auf der Mikroskala
kann das Deformationsverhalten von Schaumstrukturen exakt durch den dazugehöri-
gen Steifigkeitstensor beschrieben werden, wie es in Storm et al. [104] vorgestellt
wird. Sobald plastische Verformungen auf der Mikroskala auftreten, kann das makro-
skopische Verhalten sehr komplex sein. Dies wurde von Seifert u. Schmidt [84]
bereits für eine kugelförmige Pore in einer elastisch-plastischen Matrix beobachtet. Bei
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einer komplexeren porösen Struktur tritt mitunter nicht-assoziiertes Fließen und eine
Kombination aus isotroper, kinematischer und formativer Verfestigung auf, wie von
Demiray et al. [12] und Storm et al. [103] beobachtet. Die Streuung der Material-
parameter und die Stochastik der Schaumstruktur haben einen großen Einfluss auf das
makroskopische Verhalten, wie es in Heinze et al. [35] zu finden ist. Eine Variation
der relativen Dichte %, welche das Verhältnis des Volumenanteiles des Feststoffes zum
Gesamtvolumen ausdrückt, und eine Streckung der Struktur in eine Richtung kann die
Anfangsfließfläche beeinflussen, wie von Su et al. [106] gezeigt. Außerdem ist die An-
fangsfließfläche abhängig von der Topologie des Schaumes, wie numerisch von Wang
u. McDowell [110] bestimmt, und der Stegform, wie experimentell von Jung u.
Diebels [47] untersucht.
Zur Approximation bzw. Beschreibung dieser Fließflächen gibt es diverse Ansätze auf
Basis von Funktionen, als Beispiel seien hier die Arbeiten von Bigoni u. Piccol-
roaz [7] und Deshpande u. Fleck [13] genannt. Das Modell von Deshpande u.
Fleck [13] ist hierbei auf isotrope Fließflächen beschränkt, da nur die erste und zweite
Spannungsinvariante berücksichtigt wird. Eine Verallgemeinerung stellt hingegen der
Ansatz von Bigoni u. Piccolroaz [7] dar. Die Vielfalt an freien Parametern benötigt
aber auch dementsprechend viele Entwicklungsgleichungen bei einer Verwendung die-
ser Fließflächen innerhalb eines Materialmodells unter Berücksichtigung einer variablen
Form zur Abbildung des komplexen Verfestigungsverhaltens. Beispielsweise kann die
Beschreibung der Entwicklung des Parameters im Modell von Deshpande u. Fleck
[13] sehr komplex werden, wie es in Fang et al. [20] zu finden ist. Ein weiterer Ansatz
zur Beschreibung solcher Fließflächen ist die Verwendung von neuronalen Netzen, wie
es von Furukawa u. Hoffman [23] angewandt wurde. Darüber hinaus hat sich die
Anwendung von neuronalen Netzen in Materialmodellen bereits in mehreren Arbeiten
bewährt, siehe beispielsweise Hashash et al. [33], Javadi u. Rezania [44], Liang
u. Chandrashekhara [62] und Wu [116]. Die neuronalen Netze könnten damit für
die Abbildung der mitunter sehr komplexen Funktionen des Deformationsverhaltens
von offenzelligen Schäumen verwendet werden.
Bei der Anwendung der Keramikschaumfilter aus kohlenstoffgebundenem Aluminium-
oxid während eines Stranggusses kommt es zu hohen Einsatzzeiten dieser Schäume.
Experimentelle Untersuchungen am Institut für Werkstofftechnik der TU Bergakade-
mie Freiberg am kompakten Al2O3–C zeigten, wie es in Solarek et al. [97] präsen-
tiert wurde, ein dominantes Kriechverhalten des Materials für Temperaturen oberhalb
von 1000 ◦C bei einem einachsigen Druckversuch. Ein Kriechverhalten von Keramiken
bei hohen Temperaturen ist bereits bekannt, wie es einem Überblick von Cannon
u. Langdon [10] entnommen werden kann. Somit ist eine Untersuchung des Kriech-
verhaltens von Schaumstrukturen notwendig. Dafür wird eine mathematische Formu-
lierung zur Beschreibung des zeitabhängigen Deformationsverhaltens des kompakten
Al2O3–C benötigt. Es kann auf diverse Kriechgesetze in der Literatur zurückgegriffen
werden, siehe beispielsweise Naumenko u. Altenbach [69] und Odqvist u. Hult
[70].
Das Kriechen von einfachen Strukturen wurde bereits analytisch beispielsweise vonAn-
drews et al. [4] für eine Bienenwabe oder numerisch für eine Kelvin-Zelle von Su
et al. [105] untersucht. Es muss aber zusätzlich auch der Einfluss der realen, sto-
chastischen Schaumstruktur berücksichtigt werden, denn numerische Betrachtungen
von Pabst et al. [74] zeigten schon einen Einfluss der Topologie auf die Strukturstei-
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figkeit. Um für die numerischen Untersuchungen die reale Schaumstruktur so gut wie
möglich abbilden zu können, wurde von Kraynik [53] ein Ansatz zur Erzeugung von
virtuellen Strukturen vorgeschlagen. Mithilfe dieses Ansatzes können die stochastischen
Kenngrößen, wie unter anderem die Anzahl der Stege pro Fenster, sehr gut angepasst
werden. Die Übereinstimmung ist hierbei deutlich besser als bei der sonst sehr häufig
verwendeten, ausschließlichen Anwendung von Laguerre-Mosaiken, wie in Abend-
roth et al. [2] diskutiert. Abendroth et al. [2] hat die Erzeugung der virtuellen
Strukturen von Kraynik [53] durch die Möglichkeit der Erstellung von Volumen-
modellen erweitert, somit kann das mechanische Verhalten von solchen Strukturen
numerisch untersucht werden. Die virtuellen Strukturen von Kraynik [53] sind aber
bisher nur in ihren stochastischen Kenngrößen den realen Schaumstrukturen angepasst
worden. Es fehlt hierbei ein Vergleich der mechanischen Größen, wie beispielsweise der
Struktursteifigkeit.
1.3 Zielstellung und Gliederung der Arbeit
Ziel dieser Arbeit ist die Untersuchung des Verhaltens von Keramikschaumstrukturen
auf der Makroskala. Dabei werden vor allem die Beanspruchungen des Schaumes wäh-
rend eines Filtrationsvorganges, wie Thermoschock und Biegebelastung aufgrund der
Metallschmelze, berücksichtigt. Die Betrachtungen basieren überwiegend auf nume-
rischen Untersuchungen von repräsentativen Volumenelementen. Für die Simulationen
wird das kommerzielle Softwarepaket Abaqus Simulia Dassault Systèmes [95] auf
Basis von finiten Elementen und kleinen Deformationen verwendet.
Zur Untersuchung des Einflusses der herstellungsbedingten scharfen Kerben in den Ste-
gen werden diese als Rissinitiatoren angenommen und an ihnen eine bruchmechanische
Analyse durchgeführt. Mithilfe eines Bruchkriteriums ist somit eine Festigkeitsbewer-
tung der Struktur möglich. Dabei sollen die Beanspruchungen unter mechanischen Be-
lastungen und die während des Thermoschocks beim Auftreffen der Metallschmelze auf
die Schaumstruktur Berücksichtigung finden.
Außerdem soll im Rahmen dieser Arbeit das Kriechverhalten des Al2O3–C mithilfe eines
Kriechgesetzes beschrieben werden, um anschließend das zeitabhängige Deformations-
verhalten von stochastischen Schaumstrukturen untersuchen zu können. Dabei stehen
zur Validierung des vorgeschlagenen Schaumkriechgesetzes experimentelle Ergebnisse
zur Verfügung. Zusätzlich soll die Anpassung von virtuell erzeugten Schaumstrukturen
an reale Schaumproben auf Grundlage der elastischen Steifigkeit erfolgen.
Bisherige Ansätze für die mechanische Untersuchung von hochporösen Medien sind
numerisch sehr aufwendig. Die numerischen Simulationen erfolgen bislang unter Ver-
wendung von diskretisierten Strukturen, was eine hohe Rechenzeit und -kapazität nötig
macht. Außerdem hat die Morphologie und die Topologie einen hohen Einfluss auf das
Deformationsverhalten der Struktur. Aus diesem Grund soll im Rahmen dieser Arbeit
eine homogenisierte Beschreibung mithilfe einer relativ jungen Herangehensweise auf
Basis von neuronalen Netzen erarbeitet und angewendet werden. Es werden neuronale
Netze verwendet, um die komplexen Zusammenhänge des Schaumes und die zahlreichen
Einflussfaktoren von Material und Struktur abbilden und sich diesen für den gegebenen
individuellen Fall anpassen zu können. Außerdem soll dabei das anisotrope Deforma-
tionsverhalten von der zugrundeliegenden Schaumstruktur und das nicht-assoziierte
Fließen auf der Makroskala berücksichtigt werden.
6 1 Einleitung
Die theoretischen Grundlagen werden in Kap. 2 vorgestellt. Dabei wird unter anderem
auf die Herstellung von Keramikschaumfiltern und den dazu verwendeten Materialien,
die linear-elastische Bruchmechanik und auf neuronale Netze eingegangen. Eine Be-
schreibung der für die numerischen Simulationen benötigten FE-Netze erfolgt in Kap. 3.
Für die dreidimensionalen Untersuchungen werden drei verschiedene virtuell generier-
te Schaumstrukturen und für den zweidimensionalen Fall zwei Strukturen verwendet.
Die bruchmechanische Bewertung der herstellungsbedingten scharfen Kerben im Inne-
ren der Stege der Keramikschäume findet in Kap. 4 statt. Um das Kriechverhalten an
Keramikschäumen genauer untersuchen zu können, wird das Kriechverhalten des Kom-
paktmaterials in Kap. 5.1 mathematisch mithilfe eines Kriechgesetzes beschrieben und
dieses an zufälligen Schaumstrukturen angewendet. Außerdem erfolgt in diesem Kapitel
die Validierung des vorgeschlagenen Modells anhand von realen Schaumkriechversuchen
mit uniaxialer Druckbelastung. Durch das Kriechverhalten des Materials sind Vereinfa-
chungen mithilfe der Hoffschen Analogie möglich. Abschließend wird eine bestehende,
virtuell erzeugte Schaumstruktur an das mechanische Verhalten von realen Schaum-
strukturen angepasst. Für die homogenisierte Beschreibung von Schaumstrukturen mit
elastisch-plastischem Materialverhalten auf der Mikroskala werden in Kap. 5.2 zwei
Schaum-Materialmodelle vorgestellt und diskutiert. Diese werden zur Abbildung des
Deformationsverhaltens von verschiedenen elastisch-plastischen Belastungsfällen und
bei stattfindender Schädigung auf der Mikroskala genutzt. Eines der beiden Schaum-
Materialmodelle wird anschließend für einen realitätsnahen Anwendungsfall eines Ke-
ramikschaumes in Kap. 6 genutzt: Ein Schaumfilter wird einer Biegebeanspruchung
wie während eines Gießprozesses ausgesetzt.
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Dieses Kapitel dient der Vorstellung der theoretischen Grundlagen. Es beinhaltet dabei
die Beschreibung der im SFB 920 verwendeten Materialien auf Basis von Aluminium-
oxid, die Einführung der linear-elastischen Bruchmechanik und der Materialmodellie-
rung. Weiterhin wird die verwendete Homogenisierungstheorie behandelt, bevor dann
Versagens- und Fließflächen erläutert werden. Abschließend erfolgt die Erklärung von
neuronalen Netzen.
2.1 Herstellung der Filter und Materialverhalten der
Grundwerkstoffe
Im Rahmen des SFB 920 werden Keramikschaumfilter auf Basis von zwei verschiedenen
Aluminiumoxiden (Al2O3) untersucht: reines Al2O3 und kohlenstoffgebundenes Alumi-
niumoxid (Al2O3–C). Um die numerischen Simulationen im Rahmen dieser Arbeit rea-
litätsnah durchzuführen, werden die Materialparameter dieser beiden Filterwerkstoffe
verwendet. Al2O3 wird für die bruchmechanischen Untersuchungen in Kap. 4 verwendet
und Al2O3–C für die Beschreibung des Kriechverhaltens in Kap. 5.1.
Die Herstellung der keramischen Filter erfolgt über das Schwartzwalder-Verfahren,
wie es in Schwartzwalder et al. [83] vorgestellt wird. Den Ausgangspunkt stellt
ein Schaum aus Polyurethan (PU) dar. Für diesen können verschiedene Abmessungen
und Porengrößen, meist in PPI (engl. pores per inch für Poren pro Inch) angegeben,
verwendet werden. Er wird mit einem keramischen Schlicker beschichtet und anschlie-
ßend getrocknet. Danach erfolgt die Sinterung (bei Al2O3-Schlicker) bzw. Verkokung
(bei Al2O3–C-Schlicker) der Keramiken. Dabei verflüchtigt sich die innere PU-Struktur
aufgrund der thermischen Spaltung des Kunststoffes unter reduzierenden Bedingungen.
Die Darstellung eines Stegquerschnittes von einem Schaum, der mittels des Schwartz-
walder-Verfahrens hergestellt wurde, ist in Abb. 2.1 zu finden. Es ist dabei eine
mehrmalige Beschichtung für eine reaktive Filterung oder die Erzeugung von unter-
schiedlichen relativen Dichten % möglich. Sehr geringe relative Dichten führen zu einer
zu geringen Festigkeit des Schaumes, siehe Abendroth et al. [2]. Mit zunehmen-
der relativer Dichte (und somit abnehmender Porosität) sinken die Permeabilität des
Schaumfilters und das Verhältnis Filtereffizienz zu Druckverlust (Nutzen zu Aufwand),
sieheWerzner et al. [112]. Aus diesem Grund besitzen die Filterschäume des SFB 920
eine relative Dichte im Intervall von % ∈ [10, 40] %. Es ist dabei zu beachten, dass die
Keramikschäume nur einmalig für einen Gießvorgang verwendet werden.
Zur Herstellung des reinen Al2O3 wird ein Schlicker bestehend aus drei verschiedenen
Al2O3-Quellen mit jeweils gleichen Massenanteilen von 33.3% verwendet: Tabularton-
erde T60/64 (0 - 0.045mm), kalziniertes Aluminiumoxid CT 9 FG (d50 = 5.0 µm) und
reaktives Aluminiumoxid CT 3000SG (d50 = 0.5 µm). Zusätzlich werden deionisiertes
Wasser und Verarbeitungsadditive beigemischt. Die Angabe der verwendeten Additive
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Abb. 2.1: Stegquerschnitt eines gefertigten Schaumes aus Al2O3–C mit mitunter scharfkantigem Hohl-
raum, aus Emmel u. Aneziris [17].
und Details zum Mischprozess sind in Voigt et al. [109] zu finden. Nach der Sinterung
bis 1600 ◦C hat das Al2O3 eine Materialporosität von ungefähr 8%. Dies ergaben Mes-
sungen von Voigt [107] an Al2O3-Schaumproben mittels Quecksilberporosimetrie.
Das verwendete Messverfahren wird in Voigt et al. [108] beschrieben.
Für dieses Material wurden von Goetze [28] die thermophysikalischen Eigenschaften
Wärmeleitfähigkeit ζ, thermischer Ausdehnungskoeffizient α und spezifische Wärmeka-
pazität cp gemessen. Eine Erläuterung des verwendeten Messverfahrens ist in Goetze
et al. [30] zu finden. Die Resultate sind in Abb. 2.2 dargestellt. Eine Ermittlung der
Dichte des Kompaktmaterials ergab ρ = 3.58 g cm−3.
Abb. 2.2: Thermophysikalische Eigenschaften (Wärmeleitfähigkeit ζ, thermischer Ausdehnungskoef-
fizient α und spezifische Wärmekapazität cp) des verwendeten Al2O3, gemessen von Goetze [28].
Für die thermomechanischen Untersuchungen in Kap. 4.2 und Kap. 4.3 ist neben den
thermophysikalischen Eigenschaften (ζ, α und cp) auch die Kenntnis des Einflusses der
Temperatur auf den Elastizitätsmodul E des Kompaktmaterials nötig. Messungen bei
Raumtemperatur von Voigt et al. [109] ergaben einen Wert von EAl2O3 = 195GPa.
Nach Shimada et al. [94] und Werner et al. [111] fällt der Wert des Elastizitäts-
moduls bis T = 800 ◦C annähernd linear um etwa 9% ab, weshalb folgender Zusam-
menhang zwischen Temperatur T und EAl2O3 angenommen wird:
EAl2O3(T ) = −0.0226
GPa
◦C
T + 195.5GPa. (2.1)
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Aufgrund der reinen Ionenbindung ist das Al2O3 bei Temperaturen bis T = 1200 ◦C
schlecht verformbar und verhält sich somit spröd. Ein Kriechverhalten bei der Anwen-
dungstemperatur des Al2O3-Schaumes von 800 ◦C (Aluminiumschmelze) wird nicht
beobachtet. Zielke et al. [119] geben für dieses Material einen Wert für die Riss-
zähigkeit von KAl2O3Ic = 98 MPa
√
mm bei Raumtemperatur an. Die Temperatur hat
auch auf diesen Materialkennwert einen Einfluss, denn KAl2O3Ic ist bei 800 ◦C etwa
10% geringer als bei Raumtemperatur, vgl. Zielke et al. [119]. Als Zugfestigkeit
von reinem Al2O3 wird bei Raumtemperatur von Munro [67] ein Wert von unge-
fähr σAl2O3Zug ≈ 270MPa angegeben. Aufgrund der viel geringeren Materialporosität von
< 1 % des hierbei verwendetem Al2O3 kann dieser Wert aber lediglich zur Abschätzung
als Obergrenze verwendet werden. Die Druckfestigkeit σDruck ist, wie für Keramiken üb-
lich, um etwa das Zehnfache höher. Munro [67] gibt hierfür einen Wert von ungefähr
σ
Al2O3
Druck ≈ 3000MPa an. Als Querkontraktionszahl wird im Rahmen dieser Arbeit ein
konstanter Wert von νAl2O3 = 0.25 verwendet, vgl. Munz u. Fett [68]. Eine Zu-
sammenfassung der verwendeten Materialparameter für das Al2O3 ist in Tab. 2.1 zu
finden.
Tab. 2.1: Verwendete Materialparameter für das Al2O3.
T in E in ν ρ in ζ in α in cp in KIc in σZug in
◦C GPa g cm−3 Wm−1 K−1 10−6 K−1 J kg−1 K−1 MPa
√
mm MPa
20 195 0.25 3.58 24.6 5.68 764 98 270
100 193 - - 20.1 5.68 959 - -
200 191 - - 15.5 5.68 1080 - -
300 189 - - 12.6 5.68 1140 - -
400 187 - - 10.8 5.68 1200 - -
500 184 - - 9.48 5.68 1230 - -
600 182 - - 8.55 5.68 1270 - -
700 180 - - 7.63 5.68 1280 - -
800 177 - - 6.82 5.68 1280 89 -
Aufgrund seiner hohen Thermoschockbeständigkeit wird außerdem im SFB 920 ein
kohlenstoffgebundenes Aluminiumoxid eingesetzt. Dieses besteht zu zwei Dritteln aus
feinkörnigem Al2O3 und zu einem Drittel aus Kohlenstoff aus drei verschiedenen Quel-
len, siehe Tab. 2.2. Weiterhin werden für die Herstellung Additive benötigt. Eine de-
taillierte Angabe hierzu ist beispielsweise in Klemm et al. [51] zu finden.
Es gibt hierbei verschiedene Herstellungsrouten. Erstens kann direkt ein Schlicker für
den Filterherstellungsprozess nach Schwartzwalder verwendet werden, siehe Em-
mel u. Aneziris [17]. Dieser Schlicker wird neben der Erzeugung der Filterproben
auch für die Herstellung von Kleinstproben verwendet, wie es in Zielke et al. [121]
beschrieben wird. Bei der Herstellung von Standardprobengeometrien aus diesem Schli-
cker kommt es aber zu Rissen in den Proben. Deshalb wird ein zweites Herstellungsver-
fahren für größere, kompakte Proben verwendet. Das Material wird hierfür getrocknet,
gemahlen, gepresst und anschließend erst verkokt. Die Details dieser Herstellungsroute
sind in Klemm et al. [51] zu finden.
Für niedrige Temperaturen verhält sich das Material spröde. Mit steigenden Tempe-
raturen über T > 1000 ◦C wird es zunehmend duktiler, wie es in Solarek et al. [97]
gezeigt wird. Einachsige Druckversuche mit dem Versuchsaufbau aus Abb. 2.3(b) am
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Tab. 2.2: Chemische Zusammensetzung des betrachteten Al2O3–C nach dem Verkoken.
Massenanteil Material Produkt Hersteller
66Ma.% Feinkörniges Al2O3 Martoxid
® MR70, Albemarle,
d50 = 0.8 μm Bergheim,
Deutschland
20Ma.% Steinkohlenteerpech Carbores® P, d50 = 80μm Rütgers Chemicals,
(Binder) Castrop-Rauxel,
Deutschland
6Ma.% Ruß Luvomaxx N991, d50 = 1.1 μm, Lehmann & Voss,
≥99Ma.% Kohlenstoff Hamburg,
Deutschland
8Ma.% Grafit AF 96/97, d50 = 10μm, Graphit Kropfmühl,
≥96.7Ma.% Kohlenstoff Hauzenberg,
Deutschland
Institut für Werkstofftechnik der TU Bergakademie Freiberg am kompakten Al2O3–C
zeigten ein offensichtliches Kriechverhalten bei Temperaturen über 1000 ◦C, siehe So-
larek et al. [97]. In den ersten 60 Minuten dominiert die primäre Kriechphase, wie
die resultierenden Kriechkurven aus Abb. 2.3(a) zeigen.
(a) Kriechdehnung εkr bei T = 1350 ◦C für
verschiedene Belastungen
(b) Versuchsaufbau für Druckversuche (Probe (1),
Si3N4-Kolben (2), Suszeptoren (3), Al2O3-
Dehnungsmessstäbe (4) und Induktionsspule (5),
Induktionsspule ist für bessere Veranschaulichung
geschnitten dargestellt)
Abb. 2.3: Experimentelle Kriechkurven an zylindrischen Kompaktproben (Durchmesser: d = 25mm,
Höhe: H = 25mm) aus Al2O3–C mit Versuchsaufbau, aus Settgast et al. [91].
Die mechanischen bzw. thermophysikalischen Kenngrößen des Materials sind von sehr
vielen Einflussparametern abhängig, siehe beispielsweise Emmel u. Aneziris [17]
und Soltysiak et al. [100] bzw. Goetze et al. [30]. Besonders zu nennen ist hierbei
der Einfluss des Anteils des Steinkohlenteerpechs, der Verkokungstemperatur oder der
Art der Herstellungs- und Verarbeitungsroute auf die Festigkeit. Aus diesem Grund
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werden die Ergebnisse der numerischen Simulationen in Kap. 5.2 und Kap. 6 auf einen
Bezugswert normiert.
Bisherige Untersuchungen der mechanischen Eigenschaften des Al2O3–C im Rahmen
des SFB 920 beschäftigten sich nur mit Biege- und Druckbelastungen. Als Arbeiten sind
hierfür beispielsweise Solarek et al. [97, 98], Soltysiak [99], Zielke et al. [121]
zu nennen. Eine direkte Angabe für die Zugfestigkeit, wie es beispielsweise für die Un-
tersuchungen in Kap. 4 nötig ist, kann somit nicht getroffen werden. Außerdem gibt es
keine experimentellen Untersuchungen der Abhängigkeit des Elastizitätsmoduls von der
Lastrichtung. Auf Grundlage des bekannten elastischen Verhaltens von anderen koh-
lenstoffgebundenen Keramiken wie kohlenstoffgebundenes Magnesiumoxid (MgO–C),
vgl. Robin et al. [78] und Solarek et al. [96], wird für die numerischen Simula-
tionen für dieses Material eine Zug-Druck-Symmetrie des elastischen Verhaltens ange-
nommen. Bei einer Auswertung der Kriechversuche aus Abb. 2.3 ergibt sich ein Wert
von EAl2O3–C(T = 1350
◦C) = 1630MPa. Weitere Details hierzu werden in Settgast
et al. [92] beschrieben.
Die Querkontraktionszahl vom Al2O3–C wurde bei Raumtemperatur mithilfe eines
Druckversuches mit applizierten Dehnmessstreifen bestimmt. Die Messung ergab einen
Wert von νAl2O3–C = 0.14, siehe Settgast et al. [92]. Es wird angenommen, dass die
Querkontraktionszahl dieses Materials nicht von der Temperatur abhängt.
Die experimentellen Untersuchungen, wie von Zielke et al. [119] bzw. Solarek et al.
[98] und Zielke et al. [120], weisen für beide Keramiken (Al2O3 bzw. Al2O3–C) für
Temperaturen bis mindestens T = 1000◦C auf sprödes linear-elastisches Materialver-
halten hin. Dabei findet der Sprödbruch bereits bei kleinen Deformationen statt. Aus
diesem Grund werden im Rahmen dieser Arbeit nur kleine Deformationen betrachtet.
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2.2 Linear-elastische Bruchmechanik
Die Bruchmechanik ist das Teilgebiet der Mechanik, welches sich mit allen Zustän-
den der Rissentwicklung, von der Rissentstehung über die Rissausbreitung bis hin zum
Materialversagen, beschäftigt. Die bruchmechanische Analyse im Rahmen dieser Ar-
beit wird nur für linear-elastische Verformungszustände angewandt. Daher erfolgt im
Folgenden eine Einführung in die linear-elastische Bruchmechanik (LEBM). Eine aus-
führlichere Diskussion ist beispielsweise in Kuna [57] zu finden.
2.2.1 Grundannahmen und -gleichungen der LEBM
Es wird angenommen, dass zwei getrennte Rissoberflächen entstehen, die sich nur an
der Rissfront treffen. Die Rissspitze an der Rissfront ist hierbei im Rahmen der LEBM
scharf. Die beiden Rissufer können sich zueinander auf drei unterschiedliche Arten
bewegen, je nach Belastungsfall, weshalb in drei Rissöffnungsmodi unterschieden wird.
Bei Modus I erfolgt eine symmetrische Öffnung des Risses. Bei Modus II findet eine
Verschiebung der Rissufer in Rissrichtung und bei Modus III quer zur Rissrichtung
statt, siehe Abb. 2.4.
Modus I Modus II Modus III
Abb. 2.4: Darstellung der Belastungen für Modus I, Modus II und Modus III aus Kuna [57, Kap. 3].
Durch unterschiedliche Belastungen an der Rissfront kommt es zu verschiedenen Aus-
breitungsrichtungen des Risses. Bei Modus I breitet sich der Riss in der bisherigen
Rissebene aus. Bei Modus II wird die Rissentwicklung um den Rissablenkungswinkel γ1
und bei Modus III um den Rissverdrehungswinkel γ2 von der Rissebene abgelenkt. Bei
gleichzeitig auftretenden verschiedenen Belastungsarten, dem Mixed-Mode, erfolgt eine







Abb. 2.5: Rissausbreitung bei reinem Modus I, II und III und kombinierter Mixed-Modus-Belastung,
nach Ayatollahi u. Saboori [5], graue Fläche beschreibt Rissausbreitung.
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An der Rissspitze eines schlitzförmigen, geraden Risses der Länge 2a in einer unendlich
ausgedehnten Scheibe wie in Abb. 2.6(a) mit isotropem, linear-elastischem Material
ergibt sich in Polarkoordinaten, mit dem Radius r und dem Winkel γ aus Abb. 2.6(b),





































(b) Polarkoordinatensystem (r,γ) an
der Rissspitze
Abb. 2.6: Unendliche Scheibe mit Riss unter Zugbelastung σ nach Kuna [57, Kap. 3].























1− sin(γ2 ) sin(3γ2 )
]
 (2.3)
und für reinen Modus III mit nichtebener Schubspannung τ in der yz-Ebene, siehe












Bei gleichzeitigem Auftreten verschiedener Modi ergibt sich eine Überlagerung der
Spannungszustände.
Es ist erkennbar, dass bei allen drei Modi ein singuläres Verhalten des Spannungszu-




Außerdem sind die Spannungen vom Winkel γ abhängig. Untersuchungen von Dini u.
Hills [15] ergaben, dass der Spannungszustand in der Nähe von Kerben mit einem
Öffnungswinkel kleiner 60◦ mit dem in der Nähe von Rissen vergleichbar ist. Somit sind















tung τ für reinen Modus III
Abb. 2.7: Unendliche Scheibe mit Riss unter Schubbelastung τ nach Kuna [57, Kap. 3].
Allen drei Modi ist jeweils ein Spannungsintensitätsfaktor Ki zugeordnet. Die Ki ent-
sprechen dem Zähler der Vorfaktoren in Gl. (2.2) bis Gl. (2.4). Der Wert des jeweiligen
Ki gibt für den dazugehörigen Modus das Ausmaß des Spannungsfeldes an. Am Beispiel
von KI gilt im Bereich der Rissspitze folgender Zusammenhang:
KI = σn
√
pi a g, (2.6)
mit der repräsentativen Nennspannung σn, der Risslänge a und einer Funktion g für den
Einfluss der Bauteil- und Rissgeometrie und den Randbedingungen. DaKI proportional
zur Belastung σn
KI ∝ σn (2.7)
gilt, ist KI somit in der Nähe der Rissspitze proportional zum Spannungsfeld σij:
KI ∝ σij. (2.8)
Eine detaillierte Diskussion des sogenannten „K-Konzeptes“, welches erstmals von Ir-
win [43] vorgeschlagen wurde, ist beispielsweise in Kuna [57, Kap. 3] zu finden.
Durch die Einführung der Spannungsintensitätsfaktoren ist es möglich ein Bruchkri-
terium aufzustellen. Die für eine konkrete Randwertaufgabe ermittelten Spannungs-
intensitätsfaktoren der drei Modi werden jeweils mit einem dazugehörigen Material-
kennwert, dem kritischen Spannungsintensitätsfaktor Kic, verglichen. Beim Erreichen
von Kic beginnt die Rissausbreitung im jeweiligen Modus. Beispielsweise findet eine
Rissausbreitung unter Modus I statt, sobald
KI = KIc (2.9)
erreicht wird. Eine Abschätzung eines Kic aus den anderen beiden ist nicht möglich.
Es müssen alle drei Werte experimentell bestimmt werden.
Um zu beurteilen, ob eine Rissausbreitung stattfindet, muss im Falle des Mixed-Modus
ein Vergleichswert für den Spannungsintensitätsfaktor definiert werden. Im Rahmen
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dieser Arbeit wird das Kriterium der koplanaren Energiefreisetzungsrate genutzt, siehe







III ≤ KIc. (2.10)
Bei der Ermittlung dieses Vergleichswertes wird die Annahme getroffen, dass sich
der Riss in der ursprünglichen Ebene ausbreitet. Der sich ergebende Vergleichswert
Kko wird mit der Risszähigkeit für den Modus I KIc verglichen. Beim Erreichen von
Kko = KIc findet eine Rissausbreitung statt.
In der Literatur werden verschiedene Methoden beschrieben, um die Spannungsintensi-
tätsfaktoren numerisch zu bestimmen. Hierbei seien das Wechselwirkungsintegral und
das Rissschließintegral als Beispiele genannt. Es stellt dabei eine besondere Heraus-
forderung dar, die einzelnen Modi voneinander zu separieren. Am weitesten verbreitet
ist das Wechselwirkungsintegral, welches auch im Softwarepaket Abaqus enthalten ist.
Hierfür werden die Ki basierend auf der Lösung eines bekannten und vergleichbaren
Problems bestimmt. Untersuchungen von Hein u. Kuna [34] zeigten jedoch, dass
bei der Verwendung des Wechselwirkungsintegrals in Abaqus die Wegunabhängigkeit
bei thermomechanischen Simulationen verletzt wird. Dies geschieht durch den Einfluss
der temperaturabhängigen Materialparameter und der Temperaturgradienten im Bau-
teil. Aus diesem Grund empfiehlt sich bei linear-elastischem Material die Verwendung
des modifizierten Rissschließintegrals (engl. modified crack closure integral, MCCI ),
aus Kuna [57]. Bevor die angewandte Ermittlung der Ki beschrieben werden kann,
muss zunächst die Energiefreisetzungsrate G eingeführt werden, da sie beim MCCI
verwendet wird.
Bei einer Betrachtung der Energiebilanz während der Ausbreitung eines Risses zeigt
sich, dass die Bruchenergie, welche zur Bildung der neuen Oberflächen des Risses be-
nötigt wird, der betragsmäßigen Änderung der potentiellen Energie ∆Π des Materials
pro Rissfortschrittfläche ∆A entspricht. ∆Π ist abhängig von der äußeren Belastung
und der gespeicherten inneren Energie. Da die potentielle Energie des Systems bei
einer Rissausbreitung abnimmt, haben die Energiefreisetzungsrate G und die Ände-
rung der potentiellen Energie verschiedene Vorzeichen. Es ergibt sich für endliche oder
infinitesimale Rissausbreitungen folgender Zusammenhang, siehe Kuna [57, Kap. 3]:






Wenn G den materialspezifischen Grenzwert GC erreicht, breitet sich der Riss weiter
aus.
G kann für ebene Probleme über ein Linienintegral, dem J-Integral, berechnet wer-
den. Hierfür wird ein ebener Riss in Richtung x1 bei einem homogenen Körper mit
elastischem Material betrachtet, wie in Abb. 2.8 dargestellt. Dabei treten keine Volu-
menlasten und Trägheitskräfte auf.
Die potentielle Energie wird nach der Risslänge differenziert und nicht nach der Riss-
fortschrittfläche wie in Gl. (2.11), da hier der ebene Fall betrachtet wird. Nach Anwen-






Abb. 2.8: Rissspitze für J-Integral, nach Rice [76].
bedingungen ergibt sich das J-Integral nun entlang der Kurve Γ, siehe Kuna [57,
Kap. 3]:









Dabei ist U die elastische Formänderungsenergie, die nicht explizit von x1 abhängen
darf, ui die Verschiebung in Richtung i, ds die Bogenlänge entlang Γ und ti = σijnj
der Schnittspannungsvektor mit dem Normalenvektor nj auf Γ.
Nach Rice [76] ist das J-Integral von der Wahl der Kurve Γ unabhängig. Dies gilt
allerdings nur, wenn die Rissoberflächen spannungsfrei sind, der Schnittspannungsvek-
tor ti dort demnach Null ist, und die Rissoberflächen parallel zueinander liegen.
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berechnen. Dabei sind Fi die Kräfte an den Knoten der Rissfront, ui die Verschiebungen
an den Knoten vor der Rissfront und
A = 12 (bk−1 − bk) l (2.14)
die beteiligte Fläche, unter Verwendung der Elementbreiten bk und bk−1 der Elemente
senkrecht zur Rissfront und der Elementlänge l, vgl. Kuna [57, Kap. 5]. Die Größen
Fi, ui, bk, A und l sind hierbei in Abb. 2.9 veranschaulicht.
Aus den Gi der einzelnen Modi können nun unter Kenntnis des Elastizitätsmoduls E
und der Querkontraktionszahl ν des Materials die jeweiligen Spannungsintensitätsfak-
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Abb. 2.9: Draufsicht eines Schnittes einer 3D-Rissfront mit den berücksichtigten Größen für das MCCI
in Gl. (2.13) vernetzt mittels 8-Knoten Hexaederelementen, nach Kuna [57, Kap. 5].
Im verwendeten FE-Programm Abaqus können die Knotenkräfte von inneren Knoten,
welche in die Gleichungen für die numerische Berechnung der Spannungsintensitätsfak-
toren eingehen, vgl. Gl. (2.13) und Gl. (2.15), nicht direkt ausgegeben werden. Dafür
ist die Verwendung von sogenannten „Connector“-Elementen nötig, die im folgenden
Kapitel erläutert werden.
2.2.2 Anforderungen an FE-Netze
Zur Berücksichtigung der Spannungssingularität aus Gl. (2.2) bis Gl. (2.4) in der Nähe
von Rissen (und scharfen Kerben) sind verschiedene Voraussetzungen bei der Gene-
rierung von FE-Netzen einzuhalten. Außerdem ergeben sich durch die Anwendung des
modifizierten Rissschließintegrals weitere Bedingungen an das FE-Netz für eine exak-
te Berechnung der Spannungsintensitätsfaktoren. Im Folgenden wird auf diese Anfor-
derungen für die bruchmechanische Bewertung von 3D-Bauteilen eingegangen. Eine
detailliertere Vorstellung und Diskussion ist beispielsweise bei Kuna [57, Kap. 5] zu
finden.
Am häufigsten wird für stationäre Risse der sogenannte Rissschlauch verwendet. Dafür
erfolgt die Extrusion eines Kreisquerschnittes entlang der Rissfront, siehe Abb. 2.12.
Dieser Rissschlauch muss die nachfolgend vorgestellten Voraussetzungen erfüllen, um
die Spannungssingularität korrekt abbilden und die Berechnungen mittels des MCCI
ausreichend genau gewährleisten zu können.
An der Rissspitze müssen Pentaederelemente oder kollabierte Hexaederelemente ver-
wendet werden, wobei in dieser Arbeit nur Hexaederelemente mit linearer Ansatzfunk-
tion zur Anwendung kommen. Kollabiert bedeutet, dass eine Hexaederfläche zu einer
Kante zusammenfällt, welche dann zur Rissfront wird, siehe Abb. 2.10. Bei der linear-
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elastischen Bruchmechanik werden zusätzlich übereinanderliegenden Knoten identische








Abb. 2.10: Kollabiertes Hexaederelement mit linearer Ansatzfunktion, nach Kuna [57, Kap. 5].
Die Elemente im Bereich der Rissspitze sollten viel kleiner sein, als die, die weiter
entfernt liegen. In verschiedenen Untersuchungen am Institut für Mechanik und Fluid-
dynamik der TU Bergakademie Freiberg zeigte sich, dass die Länge der Elementkan-
te des Elementes direkt an der Rissspitze, hier als Innenradius ri bezeichnet, 1% des
Kreisquerschnittradius des Rissschlauches, hier als Außenradius ra bezeichnet, sein soll-
te. Der Vergrößerungsfaktor χ der Elementkanten in radialer Richtung sollte etwa 1.5




ri · χj−1 (2.16)
mit der Elementanzahl N in radialer Richtung.
Durch die vorgegebenen Parameter χ = 1.5 und ri = 0.01 ra ergibt sich N ≥ 9.7. Unter
Beibehaltung des Verhältnisses zwischen Innen- und Außenradius und der Wahl von
N = 10 folgt χ = 1.47.
Die Spannung im Bereich der Rissspitze verändert sich in der Ebene senkrecht zur Riss-
front nicht nur mit der Entfernung zur Rissspitze r, sondern auch mit dem Winkel γ in
dieser Ebene, vgl. Gl. (2.2) bis Gl. (2.4). Für eine ausreichend genaue Berücksichtigung
der Winkelabhängigkeit sollten deshalb mindestens 12 Elemente über den Umfang des
Kreisquerschnittes verteilt sein.
Für die Berechnung der Spannungsintensitätsfaktoren mittels des modifizierten Riss-
schließintegrals müssen die Flächeninhalte der Elemente vor und hinter der Rissfront
kongruent sein. Um diese Kongruenz der Elementflächen auch bei gekrümmten Riss-
fronten annähernd zu erreichen, sollten die Elementkanten in radialer Richtung senk-
recht zur (aktuellen) Rissfront stehen.
Zur Erlangung der inneren Knotenkräfte an der Rissfront mittels Abaqus für die Be-
rechnung der Energiefreisetzungsraten nach Gl. (2.13) empfiehlt sich die Verwendung
von sogenannten „Connector“-Elementen. Über diese FE-Elemente kann ein kinema-
tisches Verhalten zwischen zwei FE-Knoten vorgeschrieben werden. Es ist unter an-
derem die Verwendung als starrer Stab, Feder, Stoßdämpfer oder Knoten-zu-Knoten-
Kontakt möglich, siehe Simulia Dassault Systèmes [95].
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Im Rahmen dieser Arbeit werden die „Connector“-Elemente als starre Stäbe verwendet.
Dafür wird der Rissschlauch an der Rissfront in eine obere und eine untere Hälfte geteilt
und es werden auch zwei separate Rissfrontknoten erstellt. Zwischen zwei zusammen-
gehörenden Rissfrontknoten wird jeweils ein „Connector“-Element als Verbindung der
oberen und unteren Hälfte des Rissschlauches eingefügt, wie in Abb. 2.11 dargestellt.
Für jedes Element entlang der Rissfront wird festgelegt, dass alle Verschiebungen des
oberen Punktes gleich den Verschiebungen des unteren Punktes sind:
uobeni = uunteni . (2.17)




Abb. 2.11: Darstellung eines „Connector“-
Elementes (verwendet als starrer Stab) zwi-
schen zwei Rissschlauchhälften in 2D. Die
beiden Rissfrontknoten aus Gl. (2.17) sind
für eine bessere Veranschaulichung separiert
dargestellt.
Abb. 2.12: Generiertes FE-Netz des Riss-
schlauchmodells unter Berücksichtigung der
vorgestellten Vernetzungsanforderungen.
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2.3 Modellierung des inelastischen Materialverhaltens
Mithilfe dieses Kapitels soll ein Überblick über die Materialmodellierung gegeben wer-
den. Es wird dabei auf die untersuchten Materialverhalten eingegangen. Außerdem
werden wichtige Gleichungen vorgestellt. Im Rahmen dieser Arbeit wird das Verhalten
unter elastischen Deformationen (Kap. 2.3.1), plastischen Deformationen (Kap. 2.3.2),
Schädigung (Kap. 2.3.3) und Kriechen (Kap. 2.3.4) berücksichtigt.
2.3.1 Allgemeines Vorgehen
Für die Beschreibung der Gesamtverzerrungen εij von Materialien bei auftretenden
kleinen Deformationen ist die additive Zerlegung in die elastischen εelij und die inelas-
tischen εinelij Verzerrungsanteile am gebräuchlichsten:
εij = εelij + εinelij . (2.18)
Im Rahmen dieser Arbeit wird die lineare Elastizitätstheorie verwendet. Es gilt somit
das Hookesche Gesetz:











1− 2ν δijδkl +
1
2 (δikδjl + δilδjk)
]
(2.20)
mit dem Elastitiziätsmodul E und der Querkontraktionszahl ν berechnet werden kann.
Im allgemeinen dreidimensionalen Fall können die 21 Komponenten von Cijkl durch
sechs und im allgemeinen zweidimensionalen Fall die sechs Komponenten durch drei
linear unabhängige Lastfälle ermittelt werden.
εinelij = ε
pl
ij + εkrij kann hierbei beispielsweise das Deformationsverhalten aufgrund von
Kriechen εkrij oder plastischen Verzerrungen ε
pl
ij beschreiben. Darauf soll im Folgenden
eingegangen werden.
2.3.2 Elastisch-plastisches Material
Während der Belastung kann es zu plastischen Verzerrungen kommen. Im Rahmen
dieser Arbeit werden damit bei vollständiger Entlastung bleibende, raten-unabhängige






verwendet. Hierbei ist κ ≥ 0 der plastische Multiplikator und Ψ das plastische Po-
tential. Dies bedeutet, dass die Richtung der plastischen Verzerrungen identisch mit
der partiellen Ableitung von Ψ nach den Spannungen σij ist, wobei der Betrag von ε˙plij
durch κ bestimmt wird.
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Um zu entscheiden, ob eine Änderung der plastischen Verzerrungen stattfindet, wird
die Fließbedingung Φ(σij) = 0 verwendet. Der plastische Multiplikator κ und Φ sind
über die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen miteinander verknüpft:
Φ ≤ 0, κ ≥ 0 und Φκ = 0. (2.22)
Bei rein elastischen Deformationen gilt Φ < 0 und es findet keine Änderung der plas-
tischen Verzerrungen (κ = 0) statt. Bei einer Änderung der plastischen Verzerrun-
gen (κ > 0) muss hingegen Φ = 0 erfüllt sein. Die Repräsentation von Φ = 0 im
Spannungsraum ist die Fließfläche, worauf detaillierter in Kap. 2.5 eingegangen wird.
Sehr häufig wird in der Literatur das assoziierte Fließen verwendet, dabei gilt Ψ ≡ Φ.
Dies bedeutet, dass die Richtung von ε˙plij senkrecht zur Fließfläche steht (nach außen ge-
richtet). Prinzipiell können sich aber das plastische Potential Ψ und die Fließfunktion Φ
unterscheiden. In diesem Fall spricht man von nicht-assoziiertem Fließen.
Als Beispiele für Φ und Ψ werden an dieser Stelle die Plastizitätsmodelle nach von
Mises und Drucker-Prager vorgestellt. Ihre Anwendung erfolgt bei den Untersu-
chungen der elastisch-plastischen Deformation von Schaumstrukturen in Kap. 5.2 und
Kap. 6 auf der Mikroskala im Softwarepaket Abaqus. Die Fließfunktion beider Modelle
hat hierbei die Form
Φ (σij) = q + β1I1 − (1− β1)σY, (2.23)











der ersten Spannungsinvarianten I1 = σii, dem Materialparameter β1, welcher den An-
stieg der Fließfläche im q-I1-Diagramm beschreibt, vgl. Ottosen u. Ristinmaa [72,
Kap. 12], und der Fließspannung σY. Im Rahmen dieser Arbeit wird nur ideal-plastisches
Materialverhalten auf der Mikroskala betrachtet, weshalb σY = konst. gilt. Das plas-
tische Potential wird beschrieben durch
Ψ (σij) = q + β2I1, (2.25)
mit dem Materialparameter β2 ≤ β1.
Für β1 = β2 = 0 beschreiben Gl. (2.23) und Gl. (2.25) das von Mises-Kriterium
Φ (σij) = q − σY. (2.26)
mit assoziiertem Fließen. Für einen Wert von 0 < β1 < 13 tan 71.5
◦ wird hingegen das
Drucker-Prager-Kriterium mit vorhandener Zug-Druck-Asymmetrie erreicht. Da-
bei liegt nur für β2 = β1 assoziiertes Fließen vor.
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2.3.3 Schädigung
Bei zunehmender Verformung kann es in allen Materialien zu verschiedenen Mecha-
nismen der Schädigung wie Mikroriss- und Porenentstehung kommen, siehe Abb. 2.13.
Das Material wird irreversibel geschädigt. Eine Schädigung kann außerdem aufgrund
von Korrosion auftreten. Dadurch wird die vom Material ertragbare Belastung herab-
gesetzt. Außerdem hat dieser Vorgang unter anderem Einfluss auf die elastische Stei-
figkeit, die Fließspannung und die Kriechrate, siehe Lemaitre u. Desmorat [60]. Im
Folgenden wird die Schädigung aufgrund von plastischen Deformationen behandelt.
dA0
dAD
Abb. 2.13: Schematische Darstellung eines geschädigten Materialpunktes aufgrund von Poren und
Rissen.
Im Rahmen der Kontinuumsmechanik werden diese Defekte nicht einzeln aufgelöst, da
sie mehrere Größenordnungen unterhalb der betrachteten Längenskalen liegen. Es er-
folgt eine Mittelung dieser Effekte über das Volumen des Materialpunktes. Hierbei wird
meist der Schädigungsparameter D eingeführt. Im einfachsten Fall, der im Rahmen die-
ser Arbeit angewendet wird, beschreibt D den Anteil der geschädigten Fläche senkrecht
zur Belastungsrichtung dAD bezogen auf die Ausgangsfläche dA0 am Materialpunkt:
D = dAD/dA0. (2.27)
Bei isotroper Schädigung hängt D nicht von der Richtung ab, sondern wirkt in jede
Belastungsrichtung gleich. Durch Betrachtung der Spannungen im ungeschädigten und




mit der Spannung für den ungeschädigten Zustand σ0ij, siehe Lemaitre [59].
Die elastische Steifigkeit reduziert sich über
Cijkl = (1−D)C0ijkl, (2.29)
mit dem Steifigkeitstensor C0ijkl für den ungeschädigten Zustand.
Der Einfluss der Schädigung auf das plastische Materialverhalten erfolgt über die Fließ-
spannung. Bei Verwendung der von Mises-Fließfunktion aus Gl. (2.26) ergibt sich
somit
Φ = q1−D − σY. (2.30)
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Zur Beschreibung der Entwicklung des Schädigungsparameters D wird ein energie-
basiertes Schädigungsgesetz verwendet. Dieses wurde ursprünglich von Hillerborg
et al. [40] für die Abbildung der Rissentstehung und -ausbreitung bei spröden Mate-
rialien entwickelt. Es wird oft in der Literatur genutzt, siehe z. B. Lian et al. [61]. Zu
seiner Beschreibung ist die Kenntnis der plastischen Vergleichsdehnung εpl0äq bei Schä-
digungsbeginn notwendig. Ab diesem Wert beginnt die Entwicklung von D, welche im







Hierbei ist σ0Y die Fließspannung bei Schädigungsinitiierung und GD eine spezifische
Energie. Die charakteristische Elementlänge lElement ist dabei im Term explizit enthal-
ten, um eine Konvergenz der globalen Größen im einachsigen Belastungsfall zu erhalten.
Somit ist aber auch die Prozesszone der Schädigung von der Elementgröße abhängig.
Die spezifische Energie GD stellt einen Materialparameter dar. Eine Wahl von GD = 0
bildet ein sprödes Materialverhalten ab. Hingegen bedeutet GD > 0, dass noch Energie
bis zum Versagen des Materials absorbiert werden kann. Bei ideal-plastischem Materi-
alverhalten entspricht GD der absorbierten Energie, wie es in Abb. 2.14 anhand einer
resultierenden Spannungs–plastische-Dehnungs–Kurve zu sehen ist.
Abb. 2.14: Schematische Spannungs–plastische-Dehnungs–Kurve für ein linear-elastisches und ideal-
plastisches von Mises-Material unter Berücksichtigung von Schädigung mit εplVäq = 10 ε
pl0
äq .
Die obigen Gleichungen beschreiben ein lokales Schädigungsgesetz. Für eine Abbil-
dung der Tendenzen auf der Makroskala durch eine auftretende Schädigung auf der
Mikroskala, wie es in Kap. 5.2.3 untersucht wird, ist ein lokales Schädigungsgesetz
ausreichend. Dabei ist zu beachten, dass die Schädigungsprozesszone von der Element-
größe, -orientierung und des -types abhängig ist, siehe Jirásek u. Grassl [45]. Für
eine netzunabhängige Untersuchung der Schädigungszone bedarf es der Verwendung
von nicht-lokalen Schädigungsgesetzen, wie von Seupel et al. [93] beschrieben. Dies
wird im Rahmen dieser Arbeit nicht verfolgt, sondern es wird die Standardimplemen-
tierung von Abaqus genutzt, welche auf dem beschriebenen lokalen Schädigungsgesetz
basiert. Dabei sind die Materialparameter GD und εpl0äq vorzugeben.
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2.3.4 Kriechverhalten
Zur Modellierung des zeitabhängigen Deformationsverhaltens des kohlenstoffgebun-
denen Aluminiumoxides bei Hochtemperatur unter konstanter Belastung werden als
inelastische Verzerrungen in Gl. (2.18) diejenigen aufgrund von Kriechvorgängen εkrij
berücksichtigt. Es wird für die Beschreibung von εkrij ein phänomenologischer Ansatz
gewählt. Eine Berücksichtigung des vorherrschenden Kriechmechanismus im Kriechge-
setz, wie bei Rösler et al. [79, Kap. 11], findet nicht statt. Im Rahmen dieser Arbeit
steht aufgrund des Materialverhaltens aus Kap. 2.1 die Phase des primären Kriechens
mit veränderlicher Kriechdehnrate, vgl. Anhang A.1, im Vordergrund. Ein Einfluss
der Temperatur wird nicht berücksichtigt, da die Untersuchungen bei einer konstanten
Temperatur von T = 1350 ◦C stattfinden.
Es ist üblich eine Formulierung für die Kriechdehnrate ε˙krij aufzustellen. Diese ist für
primäres Kriechen eine Funktion der Vergleichsspannung σäq und kann sich über die
Zeit t hinweg ändern. Das Volumen des betrachteten Materials bleibe während des
Kriechvorganges konstant (ε˙krii = 0), weshalb sich die Kriechdehnrate durch
ε˙krij = ε˙kräqnkrij , (2.32)





beschreiben lässt. Als äquivalente Spannung σäq wird die von Mises-Vergleichsspan-
nung aus Gl. (2.24)
σäq := q (2.34)









Gl. (2.32) ist dabei vergleichbar mit Gl. (2.21) im Fall von assoziiertem Fließen. Für
den Vorfaktor, in diesem Fall nun ε˙kräq, wird aber ein expliziter, ratenabhängiger Ansatz
gewählt.
Für die Beschreibung der Einflüsse auf ε˙kräq sollen hierbei die Zeit- und die Dehnungs-
verfestigungstheorie Anwendung finden, wie sie bei Naumenko u. Altenbach [69,







mit dem Einfluss der Spannungen über die Konstante B und den Spannungsexponen-
ten n und dem Einfluss der Zeit über den Zeitexponenten m < 0, wird die Annahme









2.3 Modellierung des inelastischen Materialverhaltens 25
mit den Materialparametern Vorfaktor BDVT, Spannungsexponent nDVT und Kriech-
dehnungsexponent cDVT, angenommen, dass die wachsende Kriechdehnung eine Redu-
zierung der Kriechdehnrate zur Folge hat. Die Materialparameter der beiden Kriech-
























Hingegen ist die Beschreibung von relaxierenden Spannungen unterschiedlich, vgl. Od-
qvist u. Hult [70, Kap. 18].
Um dies zu veranschaulichen, sei eine uniaxiale Belastung im Eindimensionalen gege-
ben. Bei der Relaxation bleiben die Gesamtverzerrungen konstant, weshalb die Defor-
mationsrate ε˙ = 0 verschwinden muss. Für die Zeitverfestigungstheorie aus Gl. (2.36)
ergibt sich somit für n > 1
σrelax(t) =
[








und für n = 1





Es muss m > −1 gelten, da sonst keine Abnahme der Spannungen stattfindet. Somit
bleibt als Intervall für den Zeitexponenten m ∈ (−1, 0).
Eine analytische Integration für die Dehnungsverfestigungstheorie aus Gl. (2.37) ist




σ(t = 0)− σrelax(t)
)−cDVT
(σrelax(t))nDVT = −E
1−cDVT BDVT t, (2.42)
besitzt, siehe Odqvist u. Hult [70, Kap. 18]. Bei ungeradzahligen Werten von nDVT
und cDVT muss deshalb die numerische Integration genutzt werden.
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2.4 Homogenisierung und FE2
Die Simulation vollständig diskretisierter Schaumstrukturen benötigt FE-Netze mit ei-
ner hohen Anzahl an Freiheitsgraden, um die komplexe Struktur ausreichend genau
abbilden zu können. Dies führt zu einem enorm hohen numerischen Aufwand. Aus
diesem Grund werden häufig repräsentative Volumenelemente (RVEs) für Untersu-
chungen an Schäumen eingesetzt. Diese haben einen geringeren numerischen Aufwand,
da sie durch einen Punkt auf der Makroskala die mechanischen Eigenschaften von
der Mikroskala, wie Struktur und Material, repräsentieren. Dies wird beispielhaft in
Abb. 2.15 dargestellt. Im Rahmen dieser Arbeit wird nur die Homogenisierung 1. Ord-
nung, wie sie beispielsweise in Kouznetsova [52, Kap. 2] detailliert beschrieben ist,
in Zusammenhang mit kleinen Deformationen verwendet und erläutert. Eine Berück-
sichtigung von Gradienten auf der Makroskala oder großen Deformationen findet nicht




Abb. 2.15: Exemplarische kontinuierliche Makrostruktur unter Belastung (mit Verschiebungs- Su und
Spannungsrandbedingung Sσ) mit einem beispielhaften RVE auf der Mikroskala.
Die Wahl des RVEs ist eine entscheidende Aufgabe. Das RVE muss nach Hill [38] ein
repräsentativer Ausschnitt aus der Gesamtstruktur sein, um alle Vorgänge und Einflüs-
se auf der Mikroskala abbilden zu können. Dies bedeutet, dass es die statistische Viel-
falt der Gesamtstruktur berücksichtigen muss. Dabei dürfen durch die Wahl des RVEs
auch keine zusätzlichen Einflüsse, wie Anisotropie, hervorgerufen werden, die so nicht
auf der Makroskala vorhanden sind. Dies führt, vor allem bei stochastischen Keramik-
schaumfiltern zu einer hohen RVE-Größe. Dem entgegen steht die Forderung, dass die
Gradienten der makroskopischen Größen innerhalb einer RVE-Länge vernachlässigbar
sein müssen, da sie durch die Homogenisierung 1. Ordnung nicht berücksichtigt werden.
Letzteres bedingt aber mitunter, je nach Beanspruchung, eine möglichst geringe RVE-
Größe. Im Rahmen dieser Arbeit wird zusätzlich gefordert, dass das RVE periodisch
fortsetzbar ist. Dies bedeutet, dass auf der Makroskala eine globale Periodizität vor-
handen ist, vgl. Kouznetsova [52, Kap. 2]. Da Keramikschaumstrukturen untersucht
werden, wird außerdem gefordert, dass das RVE aus zwei Bereichen besteht. Einerseits
aus Material VMaterial und andererseits aus Luft VLuft (beim Gießprozess könnte VLuft
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mitunter auch mit Schmelze gefüllt werden). Die Definition der Gebiete innerhalb eines






(a) Definition der Gebiete und des Randes
(VRVE = l2RVE = VMaterial + VLuft)
(b) Beispielhafter Auswertepfad für Gl. (2.45)
Abb. 2.16: Definitionen und Auswertepfad anhand eines beispielhaften, zweidimensionalen RVEs.
Zur Beschreibung der Vorgänge auf der Makroskala werden die homogensierten Größen
benötigt. Die makroskopischen Spannungen σ¯ij sind die volumengewichteten Durch-







mit dem Volumen des RVEs VRVE = VMaterial +VLuft, vgl. Hill [38]. Analog berechnen













(uinj + niuj) dA, (2.45)
mit den Verschiebungen ui und dem Normalenvektor ni. Dabei ist zu beachten, dass für
die Auswertung von ε¯ij ein geschlossener Pfad gewählt werden muss, für den ui eindeu-
tig bestimmt ist und VRVE als Gebietsgröße umfasst. Dies ist innerhalb des Materials
der Struktur der Fall1. Es kann dazu kommen, dass der Auswertepfad für ε¯ij nicht mit
den gewählten RVE-Grenzen übereinstimmt, wie es in Abb. 2.16(b) dargestellt ist.
1 Der Pfad darf nicht durch oder entlang von Luft gehen, da für diesen Bereich die Verschiebungen
nicht eindeutig sind. Wenn die Luft mit modelliert wird, so sind die Verschiebungen in Luft bei-
spielsweise von der willkürlich zugeordneten Querkontraktionszahl νLuft abhängig.
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Das Verschiebungsfeld auf der Mikroskala ist die Superposition des makroskopischen
Verschiebungsfeldes u¯i = ε¯ijxj und eines lokalen Fluktuationsfeldes u˜i
ui = ε¯ijxj + u˜i. (2.46)
Zur Erfüllung von Gl. (2.45) muss∮
∂VRVE
(u˜inj + niu˜j) dA != 0 (2.47)
für die Fluktuationen gelten. Dies wird von einem periodischen Fluktuationsfeld erfüllt.




Homologe Punkte sind hierbei Punkte entlang von ∂VRVE, die bei periodischer Fort-
setzung des RVEs identisch sind. Der tiefgestellte Index beschreibt in diesem Fall die
Richtung der Verschiebung des Fluktuationsfeldes und der hochgestellte Index die ne-
gative (j−) bzw. positive (j+) Seite des RVEs mit der Flächennormalen in Richtung j.
Durch das sich einstellende Kräftegleichgewicht gilt
σiknk|j+ = − σiknk|j− . (2.49)
Am Rand des RVEs ∂VRVE werden periodische Randbedingungen
uj+i − uj−i = ∆uji (2.50)
vorgegeben. Es gelten hierfür die Symmetriebedingungen
∆uji = ∆uij. (2.51)
Im Folgenden soll nun kurz die Angabe der makroskopischen Randbedingungen er-
läutert werden. Die makroskopischen Verzerrungen bzw. Spannungen können über die
Vorgabe von Verschiebungen ∆uji bzw. Kräften F
j








lRVE im dreidimensionalen Fall1 im zweidimensionalen Fall
(2.52)
festgelegt werden, mit je einem Referenzknoten für jedes Seitenpaar j des RVEs. In
Abb. 2.17 ist dies beispielhaft für ε¯ij dargestellt. Die Refj sind über Gl. (2.50) mit den
homologen Knotenpaaren aus Gl. (2.48) verknüpft. Dies ist exemplarisch für ein Paar
homologer Punkte für die Seiten des RVEs mit der Flächennormalen in positiver bzw.
negativer x-Richtung in Abb. 2.17 zu finden.
Die Einträge des makroskopischen Steifigkeitstensors C¯ijkl können bei linear-elastischem
Materialverhalten auf der Mikroskala
σ¯ij = C¯ijklε¯elkl (2.53)




















Abb. 2.17: Vorgabe des makroskopischen Verzerrungszustandes ε¯ij mithilfe von zwei Referenzkno-
ten (Refj) im zweidimensionalen, quadratischen Fall, welche über die periodischen Randbedingungen
aus Gl. (2.50) (hellgraue Verknüpfung) mit homologen Punkten (hellgraue Kreuze) der dazugehörigen
Seiten mit den Flächennormalen in positiver bzw. negativer x-Richtung in Beziehung stehen.
im dreidimensionalen Fall durch sechs und im zweidimensionalen Fall durch drei linear
unabhängige (elastische) Belastungen bestimmt werden. Dies wurde bereits von Storm
et al. [104] vorgestellt.






Es ist ˙¯D ≥ 0 aufgrund der volumengewichteten Mittelung erfüllt, wenn für alle Punkte
auf der Mikroskala D˙ ≥ 0 gilt.
30 2 Grundlagen
2.5 Versagens- und Fließflächen
Die Versagens- bzw. die Fließfläche stellt die Grenze des elastischen Bereiches dar.
Solche Flächen können sowohl im Spannungs- als auch im Verzerrungsraum bestimmt
werden. Eine Darstellung im Spannungsraum ist dabei üblich, weshalb in diesem Ka-
pitel nur auf diese Form der Repräsentation eingegangen wird.
Ein Punkt auf der Versagensfläche beschreibt die Belastung und ihre Richtung, bei der
das erste Versagen in einem Materialpunkt des untersuchten Bauteils auftritt2, bei-
spielsweise die örtlich begrenzte Rissentstehung. Die Fließfläche ist eine Veranschau-
lichung der Fließbedingung Φ = 0 und kann in eine Anfangs- und mehrere Folge-
fließflächen unterschieden werden. Bei ideal-plastischem Verhalten (σY = konst.) sind
alle Folgefließflächen mit der Anfangsfließfläche identisch. Wenn sich aber mit zuneh-
menden plastischen Verzerrungen die Folgefließflächen verändern, dann spricht man
von isotroper (Streckung bzw. Stauchung), kinematischer (Verschiebung aber weiter-
hin kongruent) oder formativer (Formänderung) Verfestigung.
Zur Visualisierung solcher Flächen im Hauptspannungsraum wird häufig ein zylin-
drisches Koordinatensystem verwendet. Somit ist die Form der Fläche im isotropen
Fall nur von den Hauptspannungen, aber nicht von der Richtung des Hauptspannungs-
systems abhängig. Im Rahmen dieser Arbeit ist die axiale Achse die erste Spannungs-
invariante I1 = σii, die radiale Achse die von Mises-Vergleichsspannung q und der
Winkel der Lode-Winkel θ. θ läuft im Uhrzeigersinn positiv um die I1-Achse, begin-
nend mit der Projektion der σ1-Achse auf die aktuelle Ebene von I1 = konst., wie es























Abb. 2.18: Definition des Lode-Winkels θ im Hauptspannungsraum für I1 = konst. mit den Projek-
tionen der Hauptspannungen σi auf die aktuelle q-θ-Ebene.
2 Bei der im Rahmen dieser Arbeit untersuchten Anwendung der keramischen Schaumstrukturen als
Filter kann ein Versagen in einem Materialpunkt zu einer Verunreinigung der Schmelze führen. Da
eine zusätzliche Verunreinigung der Schmelze durch den verwendeten Filter nicht gewollt ist, wird
das erste Versagen eines Materialpunktes in Kap. 4.1 und Kap. 4.3 zur Festigkeitsbewertung der
Struktur verwendet.
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Die Darstellung der Flächen im dreidimensionalen (I1, q, θ)-Raum erfolgt meist in
zwei Schnittebenen. Zum einen wird die q-θ-Ebene für rein deviatorische Belastun-
gen (I1 = 0), und zum anderen eine q-I1-Ebene mit θ = konst. verwendet.
Im Rahmen dieser Arbeit steht die Ermittlung bzw. Beschreibung der makroskopischen
Versagens- und Fließflächen eines RVEs im Vordergrund. Diese makroskopischen Flä-
chen ergeben sich aus der Schnittmenge der umschlossenen Gebiete der entsprechenden
Flächen aller mikroskopischen Punkte im RVE, vgl. Abb. 2.19 und Gross u. See-
lig [32, Kap. 8]. Es entspricht der Schnittmenge, da der erste Moment des Versagens-
bzw. Fließens an einem mikroskopischen Punkt relevant ist. Die Versagens- bzw. Fließ-
fläche für einen mikroskopischen Punkte P wird hier im makroskopischen Spannungs-
raum (näherungsweise) nach einem Hill-Kriterium
σ¯∗ijΥPijklσ¯∗kl − 1 = 0 (2.56)
beschrieben. σ¯∗ij ist der makroskopische Belastungszustand, bei dem für den entspre-
chenden Punkt P im RVE ein Versagen oder Fließen initiiert wird und ΥPijkl der Tensor
zur Beschreibung der entsprechenden Fläche.
Abb. 2.19: Die Schnittmenge der umschlossenen Gebiete von verschiedenen Versagens- bzw. Fließflä-
chen kann einerseits Knicke enthalten und ist zum anderen im Allgemeinen nicht durch die Bildung
des Maximums der Einträge der beteiligten Υijkl erzeugbar. Letzteres wäre der Fall, wenn die Kurve
von Υ3ijkl mit der Schnittmenge identisch wird. Die Darstellung findet beispielhaft im Hauptspan-
nungsraum statt.
Auch wenn somit ΥPijkl einer Quadrik entspricht, muss die makroskopische Fläche auf-
grund ihres Charakters als Schnittmenge der umschlossenen Gebiete der mikrosko-
pischen Flächen und der dadurch auftretenden Knicke bei einem Wechsel zwischen
verschiedener ΥPijkl nicht mehr durch eine Quadrik beschreibbar sein. Dies wird in
Abb. 2.19 dargestellt.
Für eine Bestimmung der makroskopischen Versagens- und Fließflächen im Spannungs-
raum ist die Kenntnis der mikroskopischen Spannungen aller (relevanten) Punkte P
der betrachteten Struktur für alle Lastfälle σ¯ij notwendig. Da die mikroskopischen
Spannungen bei linear-elastischem Material lineare Funktionen der makroskopischen
Spannungen über
σPij = LPijklσ¯kl (2.57)
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sind, können die Ränder des elastischen Bereichs sehr effizient berechnet werden. Für ei-
ne Bestimmung des Spannungslokalisierungstensors LPijkl sind wie für C¯ijkl aus Gl. (2.53)
im dreidimensionalen Fall ebenfalls nur sechs linear unabhängige (elastische) und im
zweidimensionalen drei Lastfälle notwendig, vgl. Storm et al. [103]. Durch eine Li-
nearkombination können die mikroskopischen Größen anschließend für beliebige σ¯ij









= axx σij (σ¯xx) + ayy σij (σ¯yy) + axy σij (σ¯xy) (2.58)
basierend auf zwei einachsigen Zug- (σ¯xx und σ¯yy) und einer Scherbelastung (σ¯xy) ange-
geben. Mit der Kenntnis des mikroskopischen Zustandes des Punktes P kann nun das
entsprechende Versagens- bzw. Fließkriterium für jede Belastungsrichtung ausgewertet
werden. Es wird derjenige Wert des Überhöhungsfaktors ι des jeweiligen Punktes P















und dem dazugehörigen kritischen Mate-
rialparameter υkrit. Für σ¯∗ij ist ιP = 1. Im Anschluss kann für alle Punkte innerhalb
der Struktur das Minimum der ιP
∣∣∣
σ¯ij
für die vorhandene Belastungsrichtung ermittelt








für diese makroskopische Belastungsrichtung.
Im Rahmen der bruchmechanischen Untersuchungen in Kap. 4 mit sprödem Material
findet die Bestimmung der Versagensflächen auf Basis von zwei verschiedenen Kriteri-
en υ statt. Es wird zum einen die Versagensfläche für die maximalen Hauptspannungen
entlang der Außenseiten der Stege ermittelt. Diese wird mit Σ1.HS bezeichnet. Zum an-
deren werden die bruchmechanischen Belastungen entlang der Kerben im Inneren der
Stege ausgewertet. Die dazugehörige Versagensfläche wird mit Σko gekennzeichnet. Die
berücksichtigten Orte und Größen für einen Stegquerschnitt sind in Abb. 2.20 darge-
stellt.
Die Versagensflächen beider Versagenskriterien (Σ1.HS und Σko) können sehr effizient
ermittelt werden, wenn die Struktur gleichartige Punkte enthält. Die Punkte P1 und P2
werden dabei als gleichartige Punkte bezeichnet, wenn sie durch eine Spiegelung oder
Rotation miteinander verknüpft sind. Nach Gl. (2.57) sind die mikroskopischen und
makroskopischen Spannungen linear über Lijkl verbunden. Bei Kenntnis von LP1ijkl für
einen Punkt P1 und der Transformationsmatrix TP1→P2ij zwischen den lokalen Koordina-
tensystemen zweier gleichartiger Punkte kann der Spannungslokalisierungstensor LP2ijkl
des zweiten Punktes über
LP2mnop = LP1ijklTP1→P2im TP1→P2jn TP1→P2ko TP1→P2lp (2.61)
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Abb. 2.20: Ausgewertete Orte der beiden Versagenskriterien für die Versagensflächen Σ1.HS (maxima-
le Hauptspannung entlang der Außenseiten der Stege) und Σko (bruchmechanisches Kriterium bewertet
durch Kko nach Gl. (2.10) entlang der Kerben im Inneren der Stege) für einen Stegquerschnitt.
berechnet werden. Mithilfe von LP2mnop können nun die mikroskopischen Spannungen
am Punkt P2 ohne erneute Lösung der Randwertaufgabe berechnet werden. Für die
Spannungsintensitätsfaktoren gilt dies analog, da die Ki nach Gl. (2.8) proportional zu
den mikroskopischen Spannungen sind und somit wiederum ein linearer Zusammenhang
zwischen den Ki und den makroskopischen Spannungen besteht über
KN = DPNijσ¯ij, (2.62)
mit der Übertragungsmatrix DPNkl für einen Punkt P . Es können also auch die Span-
nungsintensitätsfaktoren eines Punktes P2 ohne erneute Lösung der Randwertaufgabe
berechnet werden, wenn DP1Nij bekannt ist, da
DP2Nkl = DP1NijTP1→P2ik TP1→P2jl (2.63)
gilt. Der Zusammenhang aus Gl. (2.61) bzw. Gl. (2.63) wurde bereits in Settgast
et al. [87] diskutiert und angewandt.
Bei anisotropem elastischen Verhalten der betrachteten Struktur muss neben der Un-
tersuchung des Einflusses von I¯1, q¯ und θ¯ auf die Versagens- bzw. Fließfläche zusätzlich
noch der Einfluss der Ausrichtung der Hauptspannungsrichtungen berücksichtigt wer-
den. Hierfür kann entweder die Struktur im aktuellen Hauptspannungszustand rotiert
werden oder es erfolgt eine Rotation des Belastungszustandes. Letzteres ist dabei zu
bevorzugen, da nur die Randbedingungen über Gl. (2.52) geändert werden müssen,
nicht aber die Struktur.
Da das elastische Verhalten der untersuchten anisotropen Struktur in Kap. 4 der Sym-
metriegruppe eines Oktaeders angehört, sind nur die folgenden Rotationen mit den











1 + tan2 ω1
 (2.65)
um die neue y′-Achse und anschließend mit
ω3 ∈ [0, pi) (2.66)













Abb. 2.21: Rotationsreihenfolge mit den Kardan-Winkeln ω1, ω2 und ω3 und sich ergebende neue
Koordinatensysteme (schwarz → rot → blau → grün).
Die Rotationsmatrix Rik(ω1, ω2, ω3) kann über
Rik =
 cosω1 cosω2 sinω1 cosω2 − sinω2− sinω1 cosω3 + cosω1 sinω2 sinω3 sinω1 sinω2 sinω3 + cosω1 cosω3 cosω2 sinω3
sinω1 sinω3 + cosω1 sinω2 cosω3 sinω1 sinω2 cosω3 − cosω1 sinω3 cosω2 cosω3

(2.67)
berechnet werden. Der allgemeine, rotierte Spannungszustand σ¯kl(I¯1, q¯, θ¯, ω1, ω2, ω3) er-
gibt sich somit zu
σ¯kl(I¯1, q¯, θ¯, ω1, ω2, ω3) = σ¯Hauptsp.ij (I¯1, q¯, θ¯)Rik(ω1, ω2, ω3)Rjl(ω1, ω2, ω3). (2.68)
Hierbei ist
σ¯Hauptsp.ij (I¯1, q¯, θ¯) =
 σ¯1 0 00 σ¯2 0
0 0 σ¯3
 (2.69)
der Hauptspannungszustand, welcher nach Gl. (2.55) berechnet wird.
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Die Erstellung der makroskopischen Versagensflächen basiert auf der Berechnung der
mikroskopischen Größen. Dies kann vor allem bei sehr komplexen bzw. fein diskreti-
sierten RVE-Strukturen zu einem erhöhten numerischen Aufwand führen, denn es sind
die Spannungen, Verzerrungen und internen Parameter zur Berechnung der mikrosko-
pischen Flächen der einzelnen Punkte zu speichern. Für jeden (relevanten) Punkt auf
der Mikroskala muss beispielsweise Lijkl aus Gl. (2.57) ermittelt und gespeichert wer-
den. Dies kann mitunter zu großen Datenmengen führen. In der Literatur gibt es ver-
schiedene analytische Modelle, die zur Approximation der makroskopischen Versagens-
und Fließflächen verwendet werden können, siehe beispielsweise Bigoni u. Piccol-
roaz [7] und Deshpande u. Fleck [13]. Frühere Untersuchungen im SFB 920 be-
schäftigten sich bereits mit solchen analytischen Modellen. Zum Beispiel wurde in der
Arbeit von Zhang et al. [118] die Funktion von Bigoni u. Piccolroaz [7] ver-
wendet. Dabei kann es aber zu Schwierigkeiten kommen, da Änderungen des Ortes des
ersten Versagens bzw. Fließens zu einem Knick in den makroskopischen Flächen führen,
vgl. Abb. 2.19. Die meisten analytischen Funktionen berücksichtigen solche Knicke aber
nicht. Für diese Knicke könnten mehrere Approximationsfunktionen verwendet werden,
um aus ihnen wieder das Minimum zu bestimmen. Im Extremfall muss dann aber für
jeden relevanten mikroskopischen Punkt jeweils eine Versagensfläche bestimmt wer-
den, was keine Verbesserung bzw. Vereinfachung bedeutet. Im Rahmen dieser Arbeit
erfolgt keine Approximation der makroskopischen Versagensflächen mithilfe von ana-
lytischen Funktionen, da die bruchmechanische Analyse in Kap. 4.1 nur als Vergleich
zum maximalen Hauptspannungskriterium (an den Stegaußenseiten) zur Abschätzung
der kritischen Bereiche erfolgt.
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2.6 Neuronale Netze
Neuronale Netze (NNs) wurden erstmals von McCulloch u. Pitts [66] vorgestellt,
um grundlegende logische Operatoren (UND, ODER, NICHT) aus der Booleschen
Algebra mithilfe eines digitalen Neuronennetzes abbilden zu können. Ihre Funktions-
weise ist dabei an die des menschlichen Gehirns angelehnt und baut auf dem Schema
für die Abläufe des Sehnerves von Exner [18, Kap. V] auf. Inzwischen gibt es ver-
schiedene Arten und Anwendungsgebiete von neuronalen Netzen. Die wohl häufigste
Anwendung im Bereich der Mechanik ist die Unterstützung bei der Bestimmung von
Materialparametern (Parameteroptimierung), wie es von Abendroth u. Kuna [1]
und Wojciechowski [114] durchgeführt wurde. Weiterhin wurden neuronale Netze
beispielsweise verwendet um die Formänderungsenergie bei Liang u. Chandrashek-
hara [62] oder die Verfestigungsparameter für isotrope und kinematische Verfestigung
in Furukawa u. Hoffman [23] abzubilden. Eine weitere Möglichkeit ist die Verwen-
dung für die Abbildung der Spannungen als direkte Funktionen der Verzerrungen, siehe
Arbeiten wie von Javadi u. Rezania [44] und Wu [116] für (Stahl-)Beton. Dabei
ist zu beachten, dass mithilfe von neuronalen Netzen nur Interpolationen im Parame-
terraum möglich sind. Ein NN kann also nur auf einen bereits gelernten Sachverhalt
angewendet werden.
Im Rahmen dieser Arbeit wird die Bibliothek ffnet (feed-forward neural network)
in der Version 0.8.3 [115] verwendet, welche von Wojciechowski [114] für Python
entwickelt wurde. Mit dieser Bibliothek ist die Erstellung, Verwaltung und das Trai-
ning von vorwärtsgerichteten neuronalen Netzen möglich. Die Ein- und Ausgabewerte
werden intern jeweils linear auf einen Bereich von [0.15, 0.85] skaliert. Aufgrund der
frei zugängigen Implementierung mithilfe von Fortran- und Python-Routinen besteht
die Möglichkeit von Modifikationen und der direkten Verwendung der neuronalen Net-
ze in Abaqus. Vorgenommene Anpassungen werden im Rahmen dieser Arbeit explizit
kenntlich gemacht.
Die verwendete Struktur der neuronalen Netze besitzt drei verschiedene Schichten: eine
für die Eingabewerte, eine verborgene Verbindungsschicht und eine für die Ausgabe-
werte. Solch eine Struktur ist in Abb. 2.22 dargestellt. In den Neuronen der verbor-




1 + e−wj (2.70)




WNNl wl +BNNj , (2.71)
mit dem Gewicht WNNl der hinführenden Verbindungen vom Knoten l zum Knoten j
und dem Bias BNNj .
Die i = NNe NNv +NNv NNa verschiedenen Gewichte WNNi und j = NNv +NNa verschie-
dene Bias Bj sind die freien Parameter des neuronalen Netzes, vgl. Abb. 2.22. Diese
werden in einem überwachten Lernprozess so angepasst, dass das verwendete neuronale
























Abb. 2.22: Prinzipielle Struktur des verwendeten neuronalen Netzes mit Eingabeschicht (mit NNe
Variablen), einer verborgenen Schicht (mit NNv Neuronen) und der Ausgabeschicht (mit NNa Neuro-
nen). Die Gewichte WNN sind mit durchgezogenen Pfeilen und die Bias BNN durch gestrichelte Pfeile
gekennzeichnet.
Netz ein gegebenes Problem mit verschiedenen Ein- und Ausgabewerten ausreichend












minimiert, welche die Abweichung der Ausgabewerte des neuronalen Netzes NNouti für
jedes Datenpaar pD zu den tatsächlichen Ausgabewerten vali der gegebenen Daten ΩT
ermittelt. Die Optimierung der auf den Bereich [0.15, 0.85] skalierten Ausgabewerte
erfolgt dabei über die Funktion fmin_tnc, welche in der Python-Bibliothek SciPy [46]
implementiert ist. Während des Trainingsprozesses erfolgt keine Anpassung der Anzahl
von WNN und BNN oder der Struktur des neuronalen Netzes.
Zur Reduzierung der Überanpassung3 gibt es zwei wesentliche Möglichkeiten. Zum
einen sollte die Anzahl der Trainingsdaten mehr als doppelt so groß sein wie die der
freien Parameter:
|ΩT| > 2 · (NNe NNv +NNv NNa +NNv +NNa) . (2.73)
Zum anderen empfiehlt sich die Verwendung von mehreren Datenmengen. Dies be-
deutet, dass für die Evaluierung des Trainingsfortschritts der Datensatz ΩD in zwei
Teilmengen separiert wird, siehe Abb. 2.23: ein Datensatz ΩT ⊂ ΩD für die Auswer-
3 Überanpassung meint eine übermäßige Abbildung von Trainingsdaten unter Verschlechterung der
Approximationsgüte des allgemeinen Zusammenhanges.
38 2 Grundlagen
tung der Parameteroptimierung während des Lernprozesses, d. h. für die Verwendung
für fmin_tnc, und ein Datensatz ΩE = ΩD \ ΩT für die Bewertung des Trainings-
fortschrittes. Dabei wird meist |ΩE| ≈ 10% |ΩD| angewandt. Nach jedem Lernschritt
wird der Fehler nach Gl. (2.72) für alle Einträge aus ΩT und ΩE ermittelt. Am Ende
des Trainings werden dann die Gewichte WNN und Bias BNN verwendet, für die die




Abb. 2.23: Verwendete Datensätze
für Training ΩT, Evaluierung ΩE und
Validierung ΩV.
Abb. 2.24: Verlauf des Wertes der Fehlerfunkti-
on aus Gl. (2.72) über die Trainingszeit tΩT für
die Trainingsdaten ΩT und die Evaluierungsda-
ten ΩE mit dem minimalen Fehler der Evaluie-
rungsdaten mintΩT errΩE zum Zeitpunkt t
opt
ΩT .
Im Rahmen dieser Arbeit wird außerdem ein weiterer Datensatz verwendet, um die
Generalisierungsfähigkeit des neuronalen Netzes zu testen. Die Größe dieses Validie-
rungsdatensatz ΩV ist dabei unentscheidend, es muss nur ΩV ∩ ΩD = ∅ gelten, siehe
Abb. 2.23.
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3 Geometrische Modellierung von
Keramikschaumstrukturen
Für die Untersuchung des Einflusses von verschiedenen stochastischen Strukturparame-
tern (z. B. Häufigkeit von geschlossenen Fenstern, Porendurchmesserverteilung, Anzahl
der Nachbarn pro Pore, Anzahl der Stege pro Fenster, Steggeometrie etc.) auf ihre
makroskopischen Eigenschaften (z. B. Struktursteifigkeit) werden meist numerische Si-
mulationen verwendet. Im Gegensatz zu realen Versuchen können hierbei einfacher re-
produzierbare und vergleichbare Ergebnisse bei gleichzeitig geringerem Aufwand erzielt
werden. Um die numerischen Simulationen von Strukturen so realitätsnah wie möglich
zu gestalten, gibt es verschiedene Möglichkeiten ein FE-Netz zu erzeugen. Auf Basis
von bildgebenden Verfahren, wie Computertomographie (CT) und Magnetresonanzto-
mographie (MRT), können mit einem gewissen Aufwand Probekörper zerstörungsfrei
digitalisiert und in ein Netz überführt werden (siehe Kap. 3.1). Die Auswertung der
gewonnenen Bilddaten und die anschließende Aufbereitung für die Generierung eines
FE-Netzes sind sehr aufwendig. Aus diesem Grund werden häufig computergenerierte
Strukturen verwendet, deren Erzeugung weniger aufwendig und einfacher wiederholbar
ist. Die stochastischen Eigenschaften der virtuellen Strukturen werden dabei so gut wie
möglich denen von realen Strukturen angepasst. Durch die heutige Möglichkeit des 3D-
Druckes ist es auch möglich, die computergenerierten Strukturen physisch herzustellen
und zu untersuchen, vgl. Herdering et al. [37].
Im Rahmen dieser Arbeit wird einerseits auf die Berücksichtigung der Stochastik der
Struktur von Schaumfiltern (Kap. 3.2) und anderseits auf die Abbildung eines reali-
tätsnahen Beschlickerungsprozesses (Kap. 3.3) eingegangen. Im Anschluss erfolgt die
Beschreibung zweier einfacher, ebener Schaumstrukturen in Kap. 3.4, welche für die
elastisch-plastischen Betrachtungen in Kap. 5.2 verwendet werden. Die künstlich ge-
nerierten Schaumstrukturen stellen dabei ein repräsentatives Volumenelement (RVE)
mit periodischen Randbedingungen dar, weshalb sie selber eine Periodizität in ihrer
Struktur aufweisen müssen.
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3.1 Strukturen basierend auf
computertomographischen Aufnahmen
Das Verfahren der FE-Netzgenerierung auf Basis von computertomographischen Auf-
nahmen soll nun erläutert werden, da im Rahmen des SFB 920 ein CT-Gerät zur Ver-
fügung steht. Eine Beschreibung dieses CT-Gerätes und die Angabe der verwendeten
Rekonstruierungsparameter für eine Al2O3–C-Keramikschaumprobe ist in Settgast
et al. [91] zu finden. Die Messungen erfolgten am Institut für Keramik, Glas und Bau-
stofftechnik der TU Bergakademie Freiberg. Nach der Aufnahme der Transmissionsbil-
der und einer anschließenden Rekonstruktion der Volumendaten stehen realitätsgetreue
digitale Abbildungen der untersuchten Probekörper zur Verfügung. Dabei spielt die er-
reichte Auflösung und die Genauigkeit der extrahierten Filtertopologie eine wichtige
Rolle. Das bedeutet, dass die Auflösung fein genug sein muss, um alle charakteris-
tischen geometrischen Eigenschaften des untersuchten Probekörpers zu erfassen. Dies
führt schnell zu einem steigenden Anspruch an das verwendete Bildgebungsverfahren
(Auflösung des Detektors) bzw. einem hohen Speicherbedarf bei der Messung und der
Auswertung der Bilddaten.
Prinzipiell sind folgende Schritte bis zur Erstellung eines FE-Netzes für eine reale Probe
notwendig:
S. 1: CT-Aufnahme und Rekonstruktion
S. 2: Binarisierung des Volumenbildes
S. 3: Entfernung von Artefakten im Volumenbild
S. 4: Vernetzung und Erstellung des FE-Netzes








realer Schaum            Volumenbild                   FE-Netz 
Binari-
sierungCT Vernet-zungEntfernung  von Artefakten
Abb. 3.1: Ablauf zur Erzeugung eines FE-Netzes einer realen Al2O3–C-Schaumprobe mittels CT.
Um 3D-Bilder zu ermöglichen, wird das Bauteil (hier die Keramikschaumprobe) mit
mehreren Röntgenaufnahmen vermessen, wobei sich 2D-Projektionen ergeben, die ge-
geneinander um einen bekannten Winkel rotiert sind. Anschließend kann aus den
2D-Projektionen das 3D-Volumenbild rekonstruiert werden. Die nötigen Schritte und
Grundlagen zur Rekonstruktion sind z. B. in Berek et al. [6] beschrieben. Zu beachten
ist hierbei, dass die mögliche Auflösung sehr stark von der Größe der Probe, der ver-
wendeten Vergrößung, der Auflösung des genutzten Detektors und der Brennfleckgröße
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abhängt, siehe Abb. 3.2 bzw. Berek et al. [6]. Mit dem verwendeten Messaufbau
ist die Kantenlänge eines Voxels mindestens 1/1000 von der Kantenlänge der Probe,
welche während der Aufnahme als Drehachse verwendet wird. Dies bedeutet für eine
vollständige Aufnahme einer zylindrischen Probe mit einer Höhe von 20mm (axiale
Probenrichtung sei als Drehachse verwendet) ist eine minimale Voxelgröße von ≈20µm
möglich. Eine ausreichend genaue Aufnahme des scharfkantigen Hohlraumes innerhalb
der Keramikschäume, welche mithilfe des Schwartzwalder-Verfahrens hergestellt
worden sind, ist somit mit dieser Auflösung nicht möglich. Dafür wären mehrere Teil-
aufnahmen dieser Probe nötig und eine nachträgliche Kombination dieser Aufnahmen
zu einer Gesamtaufnahme. Dies führt aber zu einem erhöhten Messaufwand, einem
größeren Verwaltungsaufwand bei der Kombination und einem hohen Speicherbedarf.
Außerdem nimmt mit zunehmender Vergrößung der Probe die Messungenauigkeit ba-
sierend auf dem Zusammenspiel von Brennfleckgröße und Vergrößerung zu, wie es in





Abb. 3.2: Messaufbau für die computertomographische Messung mit einem Kegelstrahl der Brenn-
fleckgröße dBF, Schaumprobe, Flächendetektor und geometrischer Unschärfe U = (l2/l1 − 1) dBF,
nach Hiller et al. [39]. Die Vergrößerung der Probe kann über das Längenverhältnis l2/l1 einge-
stellt werden.
Nach der Aufnahme der Röntgenbilder und der Rekonstruktion liegt ein überlagerungs-
freies Volumenbild vor, welches verschiedene Grauwerte (Gleitkommazahlen) enthält.
Es ist somit in Schritt 2 nötig zu entscheiden, welche Grauwerte zur Struktur und
welche zur Luft gehören (unter der Annahme, dass nur ein Material verwendet wur-
de). Dies bedeutet, dass ein Schwellwert (oder Wertebereich) benötigt wird, um das
Volumenbild zu binarisieren. Durch Messungenauigkeiten wie z. B. Überstrahlung oder
Rekonstruktionsartefakte, bekommt dieser Schritt eine zentrale Bedeutung. Sehr oft
wird der Schwellwert nach Otsu [71] verwendet. Dieser wird so berechnet, dass er die
Separation von Klassen (hier zwei Klassen: Material und Luft) durch die Minimierung
der Streuung innerhalb einer Klasse und die Maximierung der Streuung zwischen den
Klassen optimiert. Oberhalb dieses Schwellwertes werden die Grauwerte als Material
angesehen und unterhalb als nicht berücksichtigtes Material (Luft). Dieses Verfahren
ist ein globales Binarisierungsverfahren, es wird also ein Schwellwert für das komplette
Volumenbild berechnet.
Durch die Binarisierung wird ein Volumenbild mit Einträgen aus Nullen und Einsen er-
zeugt. Es kann passieren, dass einzelne oder mehrere Volumenbildeinträge einer Klasse
(z. B. Luft) in mitten von Einträgen der anderen Klasse (z. B. Material) auftreten. Die-
se Fehleinträge können durch Mikroporosität des Materials oder Artefakte, wie Ring-
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oder Teilvolumenartefakte, entstehen. Die Herkunft der Artefakte wird in Berek et al.
[6] näher beschrieben. Für die Werkstoffsimulation müssen sie aber entfernt werden.
Die nötige Nachbearbeitung geschieht in Schritt 3. Einzelne Fehleinträge können dabei
leicht behoben werden, wenn sie vollständig mit Einträgen der anderen Klasse um-
geben sind. Bei einer Clusterbildung von solchen Fehleinträgen ist es aber mitunter
sehr aufwendig zu entscheiden, welche der beiden Klassen an dieser Stelle korrekt ist.
Hierbei muss mithilfe eines Abgleiches, z. B. durch Betrachtung von Schliffbildern oder
Mikroskopaufnahmen, entschieden werden, was die beste Wiedergabe der untersuch-
ten Struktur ist. Da die realen Strukturen im Rahmen dieser Arbeit lediglich für den
Abgleich der makroskopischen Größen mit denen der computergenerierten Schäume
aus Kapitel 3.2 herangezogen werden, wird darauf verzichtet, die exakte mikrosko-
pische Struktur des realen Schaumes abzubilden. Es wird davon ausgegangen, dass
die Mikroporosität, Mess- und Rekonstruktionsungenauigkeiten keinen Einfluss auf die
untersuchten Größen haben.
Für die Überführung des binarisierten und bereinigten Volumenbildes in ein Netz für
die FE-Methode gibt es verschiedene Möglichkeiten (Schritt 4). Zum einen können die
Oberflächen aus dem Volumenbild extrahiert und auf Grundlage dieser Oberflächen-
beschreibungen dann kontinuumsmechanische Volumennetze erzeugt werden. Hierbei
ist aber eine aufwendige Nachbearbeitung von Binarisierungsfehlern notwendig, um die
Generierbarkeit von Volumennetzen in Vernetzungsprogrammen, wie z. B. Gmsh [25],
zu gewährleisten. Zum anderen kann das Volumenbild direkt als Netzvorlage verwen-
det werden. Dies bedeutet, dass für jeden Material-Eintrag im Volumenbild, welcher
zumeist durch einen Würfel repräsentiert wird, ein Element im FE-Netz erzeugt wird.
Hierbei entsteht ein Stufennetz, welches sich nicht zur Berechnung von hochgradig
inelastischem Materialverhalten auf der Mikroskala eignet, da fehlerhafte Spannungs-
überhöhungen auf der Mikroskala auftreten. Diese werden durch die Stufen im Netz
hervorgerufen.
Es kann der zweite und (rechentechnisch) weniger aufwendige Weg mit der Erzeu-
gung eines Stufennetzes verwendet werden, da mithilfe dieser Netze nur der Vergleich
von makroskopischen Größen erfolgt. Dieses Verfahren wird für die Erzeugung von
FE-Netzen für sechs verschiedene reale Schaumproben angewendet, um ihre Struktur-
steifigkeiten in Kap. 5.1.4 bestimmen zu können. An drei dieser realen Proben werden
experimentelle und numerische Kriechversuche durchgeführt, siehe Kap. 5.1.2.
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3.2 Strukturen basierend auf Kugelpackungen
Ein anderer Weg der Netzgenerierung von zufällig generierten Schäumen besteht darin,
virtuelle Schaumstrukturen zu erzeugen, deren stochastische Strukturparameter denen
der realen Filterstrukturen so nah wie möglich kommen. Eine solche Prozedur wurde
im Rahmen des SFB 920 entwickelt. Diese entstand auf dem grundlegenden Gene-
rierungsprozess virtueller Schaumstrukturen von Kraynik (vgl. z. B. Kraynik [53]
und Kraynik et al. [55]), und ist erstmals in Abendroth et al. [2] veröffentlicht
und in Settgast et al. [91] weiteren stochastischen Schaumparametern angepasst
worden.
Die Generierung basiert auf folgenden Schritten:
S. 1: Erzeugung einer dichten und periodischen Packung verschiedener Kugeln in einem
Würfel mit der Kantenlänge lRVE auf Grundlage von Molekulardynamiksimula-
tionen
S. 2: Durchführung einer Laguerre-Tesselation und anschließende Optimierung durch
die Minimierung des mittleren Abstands zwischen den Kugelzentren und ihrer Ba-
ryzentren
S. 3: Minimierung der Oberflächenenergie von der Laguerre-Tesselation mithilfe des
Surface Evolvers von Brakke [9] unter Erfüllung der Plateauschen Regeln4
(dabei erfolgen zahlreiche topologische Veränderungen, wie z. B. eine Änderung
der Anzahl an Nachbarn pro Pore durch Entfernung sehr kleiner Fenster oder
Stege, vgl. Kraynik [53])
S. 4: Extrahierung der Kanten (Stege) und Übertragung in ein 3D-Volumenbild
S. 5: Anwendung eines Gauß-Filters auf dieses Volumenbild für eine glatte 3D-Reprä-
sentation des Schaums
S. 6: Binarisierung zur Erzeugung einer spezifischen Schaumstruktur (mithilfe von Iso-
flächen mit verschiedenen Grauwerten können unterschiedliche relative Dichten
erzeugt werden)
S. 7: FE-Netz Generierung: entweder glattes FE-Netz durch Kenntnis der Topologie
oder auf Grundlage eines 3D-Volumenbildes wie in Kap. 3.1
Eine Struktur die mit diesem Ansatz erzeugt wurde, ist in Abb. 3.3 im Vergleich zu
einem realen CT-gescannten Al2O3–C-Schaum dargestellt. Dabei ist die gute optische
Übereinstimmung zwischen beiden Strukturen zu erkennen, beispielsweise durch gele-
gentlich geschlossene Fenster und eine höhere Materialkonzentration an den Stegver-
bindungen als an den Stegmitten.
Während dieses Generierungsprozesses gibt es verschiedene Parameter, um die virtuell
erzeugten Schaumstrukturen an die realen Schaumstrukturen anzupassen. Schon zu
Beginn können die Kugeldurchmesser der periodischen Kugelpackung angepasst wer-
den. Dies wird über das Maß der Polydispersität pP, siehe Gl. (A.1), beschrieben. Ein
Wert von von pP 6= 0 ist für eine Abbildung der realen Strukturparameter notwendig,
da reale Schaumstrukturen eine Streuung der Porendurchmesser aufweisen. Eine An-
passung der Verteilung der Porendurchmesser hat aber nur eine geringe Auswirkung
4 An einer Kante treffen sich immer drei Flächen unter einem Winkel von 120◦ und an einem Knoten
treffen sich vier Kanten unter einem Winkel von arccos
(− 13).








Abb. 3.3: Vergleich der virtuell erzeugten Schaumstruktur (links) mit einem CT-gescannten Al2O3–C-
Schaum mit 10PPI (rechts); die virtuelle Schaumstruktur wurde hierbei für eine bessere Vergleich-
barkeit zylindrisch beschnitten.
auf die makroskopische Struktursteifigkeit, weshalb hier auf Settgast et al. [91] bzw.
den Anhang A.3.1 verwiesen wird.
Außerdem weisen die Poren von realen Schäumen eine Streckung in eine Richtung
auf, siehe Gong et al. [31]. Dies wird bedingt durch den Herstellungsprozess des
PU-Schaumes, welcher während seines Aufblähungsprozesses in zwei Richtungen be-
schränkt ist. Wie bereits in Fanelli et al. [19] an Experimenten gezeigt und numerisch
vonGong et al. [31] und Storm et al. [102] an einer Kelvin-Zelle untersucht wurde,
hat die Streckung einen großen Einfluss auf die mechanischen Eigenschaften. Um dies
zu berücksichtigen, werden im Rahmen dieser Arbeit die Poren zwischen Schritt 3 und
Schritt 4 in die entsprechende Richtung um den Wert Λ gegenüber den anderen beiden
Richtungen gestreckt. Damit ergibt sich folgender Zusammenhang für die gestreckten












Eine Anpassung bzw. Oberflächenminimierung der gestreckten Poren erfolgt hierbei
nicht. Die makroskopischen Auswirkungen der Einflüsse auf die Schaumstruktur ei-
ner wiederholten Oberflächenenergieminimierung, wie es Kraynik u. Reinelt [54]
beschreiben, werden als sehr gering eingestuft.
Des Weiteren wird eine zusätzliche Optimierung der stochastischen Strukturparameter
in der Literatur beschrieben, sieheKraynik [53], ein sogenannter „Annealing“-Prozess
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nach Schritt 3. Hierbei erfährt der Schaum große Deformationen und die Oberflächen-
energie wird weiter minimiert. Dadurch kommt es zu Änderungen der Schaumstruktur.
Dieser Effekt soll hier ebenfalls nur erwähnt werden, da er nur einen geringen Einfluss
auf die makroskopischen Eigenschaften des Schaumes hat, siehe Anhang A.3.2.
Der dreidimensionale Gauß-Filter fGauß(x, y, z) aus Schritt 5 für eine glatte 3D-
Repräsentation berechnet sich folgendermaßen:
















mit der bekannten relativen Dichte %, dem RVE-Volumen V¯ und der Summe aller
Steglängen ls. s wird mit einem Verjüngungsparameter k multipliziert, um die Steg-
form modifizieren zu können. Bei kleinem k ergibt sich mehr Material in der Mitte der
Stege, wohingegen durch eine Erhöhung von k mehr Material an den Knoten (Steg-
verbindungen) vorhanden ist und sich die Stegdurchmesser in der Mitte der Stege
verringern. Dieses Verhalten ist beispielhaft in Abb. 3.4 dargestellt. Bei der Herstel-
lung von keramischen Filtern kann k durch den Herstellungsprozess, z.B. durch eine
Veränderung der Viskosität der Keramik, beeinflusst werden, siehe Luchini et al. [63].
Es gibt jedoch keine Möglichkeit k basierend auf CT-Messungen zu bestimmen, außer
durch eine iterative Näherung. Die Auflösung der Aufnahmen muss dafür aber sehr fein
sein.
Abb. 3.4: Einfluss des Verjüngungsparameters k: k = 0.95 (links) und k = 1.05 (rechts); mit zu-
nehmendem k sinken die Stegdurchmesser in der Mitte der Stege, da sich mehr Material an den
Stegverbindungen sammelt.
Ein weiterer großer Einflussfaktor auf die makroskopischen mechanischen Eigenschaf-
ten der Struktur ist die relative Dichte %. Wie bereits erwähnt, kann diese während des
Generierungsprozesses angepasst werden. Auch im Rahmen dieser Arbeit soll der Ein-
fluss dieses Parameters untersucht werden, da er einen relativ einfach zu verändernden
Parameter im realen Herstellungsprozess der Keramikschäume darstellt. Zur Beschrei-
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bung der Abhängigkeit wird der Potenzansatz von Gibson u. Ashby [27] für die
relative Steifigkeit E¯/E als Funktion von % für biegedominierte Strukturen verwendet:
E¯
E
= a% %e% . (3.4)
Hierbei ist a% der Vorfaktor und e% der Exponent. Dieser Ansatz zeigt gute Appro-
ximationseigenschaften für % ≤ 35 %, wie experimentell von Bourret et al. [8] und
numerisch von Pabst et al. [74] und Storm et al. [104] für offenzellige Schaumstruk-
turen bestätigt. Es muss allerdings beachtet werden, dass der ursprünglich verwendete
Exponent e% = 2 in der Arbeit von Gibson u. Ashby [27] nur für kleine relative
Dichten % ≤ 35 % und Streckungsfaktoren Λ ≈ 1 gilt. Bei höheren relativen Dichten
sind andere Ansätze notwendig, wie es z. B. Bourret et al. [8] diskutiert. Bei einer
Streckung der Poren muss e% angepasst werden, wie es für Strukturen mit durchweg
geschlossenen Fenstern von Pabst u. Gregorová [73] gezeigt wurde.
Für die Untersuchung des Einflusses der vorgestellten Strukturparameter werden Re-
präsentanten mit einer relativen Dichte von % = (10, 15, 20, 25, 30) % erzeugt, um den
Einfluss dieser Größe untersuchen zu können. Für einen besseren Abgleich zwischen den
virtuellen Schaumstrukturen, welche mithilfe der Methode aus diesem Kapitel generiert
werden, und den Schaumstrukturen basierend auf CT-Messungen von realen Schäumen
aus Kap. 3.1, wird die FE-Netz Genierungsmethode aus Schritt 7 auf Grundlage der
3D-Volumenbilder verwendet. Somit erfahren beide Strukturen einen ähnlichen Einfluss
durch das zugrundeliegende Stufennetz.
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3.3 Strukturen basierend auf realitätsnahem
Beschlickerungsprozess
Im Rahmen des Teilprojektes B05 des SFB 920 wurde eine weitere Prozedur zur nu-
merischen Nachbildung des Beschlickerungsprozesses und anschließender realitätsnaher
Untersuchung entwickelt. Dieser Generierungsablauf wurde bereits in Settgast et al.
[87] vorgestellt und soll nun erläutert werden. Es sind dafür folgende Schritte notwen-
dig:
S. 1: Erzeugung einer dichten und periodischen Packung verschiedener Kugeln in einem
Würfel auf Grundlage von Molekulardynamiksimulationen
S. 2: Durchführung einer Laguerre-Tesselation und anschließende Optimierung durch
die Minimierung des mittleren Abstands zwischen den Kugelzentren und ihrer Ba-
ryzentren
S. 3: Minimierung der Oberflächenenergie von der Laguerre-Tesselation mithilfe des
Surface Evolvers von Brakke [9] unter Erfüllung der Plateauschen Regeln
(dabei erfolgen zahlreiche topologische Veränderungen)
S. 4: Erstellung des dazugehörigen Stegnetzwerkes (Kanten der Porenfenster)
S. 5: Modellierung des Beschichtungsprozesses
S. 6: FE-Netz Generierung auf Grundlage der inneren (Stegnetzwerk) und äußeren (Be-
schichtung) Flächen
S. 7: FE-Netz Generierung zur bruchmechanischen Analyse des Einflusses der ehema-
ligen Kanten des PU-Hohlraumes
Die ersten drei Schritte sind hierbei identisch mit den Schritten des Verfahrens aus
Kap. 3.2. Die anschließenden Schritte wurden hingegen angepasst, um eine bessere
Übereinstimmung des FE-Modells mit den Oberflächen von realen PU- und Keramik-
schäumen zu erreichen.
Beim vierten Schritt erfolgt genauso wie in Kap. 3.2 eine Extraktion des Stegnetz-
werkes, allerdings wird nun die äußere Form als Oberflächennetz verwendet. Bei der
Minimierung der Oberflächenenergie dieser Stege bekommen die Flächen eine konkave
Dreiecksform, wie es in Abb. 3.5 zu sehen ist (Dreiecksform basierend auf den vier sich
treffenden Stegen pro Knoten). Die Spitzen der konkaven Dreiecksform zeigen in die
Richtung der angrenzenden Stege und somit der angrenzenden Fenster, so wie es auch
in der Realität der Fall ist, vgl. Abb. 3.5 und Abb. 3.8.
Die entstandenen Stegquerschnitte entsprechen denen des PU-Schaumes und somit den
Innenflächen der verwendeten Keramikschäume. Messungen an realen PU-Schäumen
haben ergeben, dass diese eine relative Dichte von etwa %PU = 2.5 % besitzen. Deshalb
werden die Erstellungsparameter so angepasst, dass die modellierte Fläche diese relative
Dichte einschließt. Ein solches Oberflächennetz für eine Stegverbindung ist beispielhaft
in Abb. 3.6 im Vergleich zu einem realen PU-Schaum dargestellt.
Für die Modellierung des Beschichtungsvorganges werden in Schritt 5 die Kanten des
Oberflächennetzes des PU-Schaumes als innere Begrenzung verwendet, da die Außen-
fläche des Keramikschaumes die Innenfläche nicht durchdringen darf. Als Nächstes wird
die Außenfläche aufgebläht unter Angabe eines neuen Zielvolumens, welches durch diese
Fläche eingeschlossen wird. Die Energie der neuen Oberfläche wird wieder minimiert.
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Abb. 3.5: Spitzen des konkaven Hohlraumes zeigen in die Richtung der angrenzenden Stege bzw. der
jeweiligen Fenstermittelpunkte.
Abb. 3.6: Realer PU-Schaum (links) und modellierte PU-Außenfläche für eine Stegverbindung (rechts)
weisen viele Übereinstimmungen auf.
Anschließend erfolgt eine Verschiebung der Oberfläche in Normalenrichtung, um die
Berücksichtigung verschiedener relativer Dichten zu ermöglichen (zweite Aufdickung).
Durch diese Verschiebung der Oberfläche ist nur eine geringe Spanne an relativen Dich-
ten erzeugbar. Das sich ergebende Oberflächennetz für solch einen Stegverbindungs-
knoten ist in Abb. 3.7(a) dargestellt.
Der Ablauf zur Genierung der Außenfläche entspricht dem des realen Herstellungspro-
zesses, bei welchem erst ein Schlicker aufgebracht und getrocknet wird (hier Angabe
eines Zielvolumens während der Aufblähung), bevor ein zweiter Schlicker aufgesprüht
wird (hier Aufdickung in Normalenrichtung). Die zweite Aufdickung kann auch mehr-
mals wiederholt werden, um eine gradierte Beschichtung zu erreichen und die Einflüsse
dieser zusätzlichen Schicht untersuchen zu können, vgl. z. B. Ludwig [64]. Dies wird
aber im Rahmen dieser Arbeit nicht verfolgt.
Die resultierenden Oberflächennetze aus Schritt 4 und Schritt 5 werden abschließend
in Schritt 6 als Begrenzungsflächen verwendet, um ein FE-Volumennetz zu erzeugen.
Dabei wird davon ausgegangen, dass der PU-Hohlraum zentral innerhalb der Stege
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(a) Berechnetes Oberflächennetz für
Keramikbeschichtung
(b) Fertig modellierter Stegverbin-
dungsknoten
Abb. 3.7: Verschiedene Stadien des Genierungsprozesses: nach Schritt 5 (links) und nach Schritt 6
(rechts).
liegt. Der Beschichtungsprozess wird somit als gleichmäßig angenommen. Eine sich
damit ergebende Stegverbindung ist in Abb. 3.7(b) abgebildet.
Es ist zu beachten, dass eine direkte Vernetzung mithilfe eines Standardprogramms,
wie Gmsh [25], eher ungeeignet ist, da die Ausgabe der beiden Oberflächennetze vom
Surface Evolver aus kleinen Dreiecken besteht, wie es in Abb. 3.7(a) zu sehen ist.
Aus diesem Grund würden ausschließlich sehr feine Volumennetze durch ein Standard-
vernetzungsprogramm generiert werden, was zu einem erhöhten numerischen Aufwand
führt. Die Oberflächennetze werden stattdessen als Grundlage für kubische 2D-Splines
im Programm Python verwendet, da durch solche Splines auch gröbere Vernetzungen
möglich sind. In radialer Richtung erfolgt eine Interpolation zwischen den beiden 2D-
Spline-Repräsentationen der Oberflächennetze. Weitere Details zu diesem Schritt sind
ausführlich in Settgast [86] beschrieben.
Das resultierende FE-Netz ist in Abb. 3.8 zusammen mit einer Aufnahme eines realen
Stegquerschnittes zu finden. Es zeigen sich gute Übereinstimmungen in den Oberflä-
chen (konkave und dreieckige Innenfläche, Ausrichtung der Dreiecksspitzen, prinzipielle
Form der Außenfläche).
Abb. 3.8: FE-Netz einer erzeugten Stegverbindung (links) zeigt eine gute Übereinstimmungen mit
dem Querschnitt eines realen Keramikschaumes (rechts).
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Zur Berücksichtigung der Spannungssingularität in der Nähe von Rissen und Kerben,
wie in Kap. 2.2.1 gezeigt, gibt es verschiedene Ansprüche an das gewählte FE-Netz,
wie in Kap. 2.2.2 vorgestellt. Eine Anwendung dieser Vernetzungsregeln im Gesamt-
modell des Schaumes würde zu lokal sehr fein vernetzten Bereichen in der Nähe der
früheren Kanten des PU-Schaumes, welche nun scharfe innere Längskerben bilden, füh-
ren. Dies wiederum würde eine große Anzahl an Freiheitsgraden bedeuten. Um dies zu
verhindern, wird die Submodelltechnik angewendet. Dabei werden im Anschluss an die
FE-Rechnung des Gesamtmodells für ausgewählte Bereiche neue numerische Simulatio-
nen mit einem viel feineren FE-Netz auf Grundlage der Ergebnisse der ersten Rechnung
durchgeführt. Die Verwendung der Submodelltechnik ermöglicht es, dass nur die Be-
reiche, bei denen die feine Netzdiskretisierung erforderlich ist, fein vernetzt werden.
Dies wird für die bruchmechanische Bewertung der inneren Kerben angewendet.
Die Vernetzung der Rissschläuche als Submodelle erfolgt in Schritt 7. Dafür werden die
kubischen 2D-Splines der berechneten Innenfläche verwendet. Ein Rissschlauch wird
entlang einer inneren Kerbe modelliert. Für jeden Punkt entlang dieser Kante wird der
normierte Richtungsvektor der Tangente tRiss an die Rissfront und der Einheitsvek-
tor der virtuellen Rissausbreitungsrichtung qj ermittelt, siehe Abb. 3.9. qj steht dabei





Abb. 3.9: Innere Kerbe beim gegebenen Netz der Innenfläche mit Begrenzungsflächen (rot und grün),
Tangente tRiss (blau), Einheitsvektor der virtuellen Rissausbreitungsrichtung qj (gelb) und Kreisseg-
ment für die Erzeugung eines Rissschlauches (braun) mit Radius r.
Am jeweiligen Rissspitzenknoten wird ein lokales kartesisches Koordinatensystem auf-
gestellt. Hierbei ist qj der X-Einheitsvektor und tRiss der Y -Einheitsvektor. Der Z-
Einheitsvektor berechnet sich aus dem Kreuzprodukt der anderen beiden. Es werden
nun jeweils die beiden Schnittpunkte der lokalen XZ-Ebene mit den beiden 2D-Splines
der Begrenzungsflächen, die sich im Abstand r vom Rissspitzenknoten befinden, als FE-
Knoten für den Rissschlauch verwendet. Entlang des Kreissegmentes von diesen beiden
Knoten über qj, siehe Abb. 3.9, werden nun weitere FE-Knoten erzeugt.
Nach mehrmaliger Wiederholung dieses Vorganges für verschiedene Radien r und Kan-
tenpositionen erfolgt die Vernetzung aller entstandenen FE-Knoten mit FE-Elementen.
Diese ergeben das FE-Modell eines Rissschlauches. Ein solcher Rissschlauch ist in
Abb. 3.10 dargestellt und kann für alle inneren Kerben erzeugt werden, wie es in
Abb. 3.11 zu sehen ist.
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Abb. 3.10: Modellierter Rissschlauch. Abb. 3.11: Positionen der Rissschläuche
(weiß) im Gesamtmodell des Schaumes
(grau-schwarz).
Die Generierungsprozedur des Gesamtmodells und des Rissschlauches ist generell für
deterministische als auch für stochastische Schaumstrukturen möglich. Aus Gründen
der Übersichtlichkeit wird allerdings nur die Kelvin-Zelle verwendet. Für diese wird
in Schritt 1 eine kubisch raumzentriert angeordnete Kugelpackung verwendet, wie sie
in Abb. 3.12(a) zu sehen ist. Aufgrund der Periodizität des entstehenden Oktaeder-
stumpfes, Kelvin-Zelle genannt, kann das RVE aus Abb. 3.12(b) zur Auswertung ver-
wendet werden. Durch die Zugehörigkeit der Kelvin-Zelle zur Symmetriegruppe eines
Oktaeders reicht prinzipiell zu ihrer Modellierung eine Basisstruktur aus, wie sie bei-
spielsweise in Abb. 3.7(a) orangefarben dargestellt ist. Nach anschließender Rotation,
Spiegelung und Translation dieser Basisstruktur ergibt sich das modellierte kubische




(b) Nötige Stege, welche aus der
kubisch raumzentrierten Kugel-





(c) Kubisches RVE der modellier-
ten Kelvin-Zelle mit der Kanten-
länge lRVE (nach Schritt 6)
Abb. 3.12: Verschiedene Schritte für die Generierung der Kelvin-Zelle.
Durch die Verwendung der Kelvin-Zelle treten nur vier- und sechseckige Fenster im
RVE auf. Somit ergeben sich die vier- und sechseckigen Rissschläuche aus Abb. 3.13
und Abb. 3.14 entlang der Kerben aufgrund des PU-Hohlraumes. Durch die Minimie-
rung der Oberflächenenergie der Kugelpackung in Schritt 3 ergibt sich eine Wölbung
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der sechseckigen Fenster entlang der inneren Kerben, was auch eine Wölbung der Sechs-
eckrissschläuche hervorruft, wie sie in Abb. 3.14(a) erkennbar ist.
(a) Seitenansicht
(b) Draufsicht




Abb. 3.14: Generierter Rissschlauch für ein
sechseckiges Fenster am Beispiel des geschlos-
senen Sechseckes in der Mitte des RVEs.
Zur Vereinfachung der Darstellung der bruchmechanischen Ergebnisse wird an dieser
Stelle die Rissfrontkoordinate ξ eingeführt. ξ läuft entlang der inneren Kerbe des ent-
sprechenden Fensters. Die Auswertungen in Kap. 4 erfolgen entlang von drei viereckigen
Fenstern und von vier sechseckigen Fenstern mit jeweils unterschiedlichen Normalen-
vektoren. Die berücksichtigten inneren Kerben mit ihren jeweiligen ξ sind in Abb. 3.15
dargestellt. Entlang der halben Sechsecke an den Rändern des verwendeten RVEs wird
ξ fortlaufend weitergeführt.
Durch die angesprochene Symmetriegruppe der Kelvin-Zelle reicht die numerische
Berechnung der bruchmechanischen Belastungsgrößen, hier der Spannungsintensitäts-
faktoren Ki, entlang der inneren Kerben für die Basisstruktur für verschiedene linear
unabhängige Grundbelastungszustände aus. Die Spannungsintensitätsfaktoren werden
während der FE-Simulationen in den Bereichen, die in Abb. 3.16 farbig dargestellt
sind, bestimmt. Nach anschließender Rotation, Spiegelung und Translation erhält man
wieder alle Ki-Verläufe entlang der inneren Kerben durch die entsprechenden Trans-
formationsmatrizen, wie anhang von Gl. (2.63) in Kap. 2.5 diskutiert. Dies bedeutet,
dass während der FE-Simulation nur der Bereich und die Umgebung der Basisstruktur
im Global- und im Submodell ausreichend fein vernetzt und ausgewertet werden muss.
Der Bereich der restlichen Struktur kann hingegen relativ grob vernetzt sein, was den
numerischen Aufwand stark reduziert.
Diese Art der Vernetzung wird in Kap. 4 verwendet, um die bruchmechanischen Unter-
suchungen auf Grundlage eines realitätsnahen Beschlickerungsprozesses durchführen zu
können. Dafür erfolgt die Variation der Strukturparameter relative Dichte % und RVE-
Kantenlänge lRVE in den Bereichen % ∈ {8.5, 10, 11.5, 13}% und lRVE ∈ {2, 3, 4, 5, 6}mm.





Abb. 3.15: Rissfrontkoordinate ξ (Zahlen ohne Klammern) entlang der berücksichtigten viereckigen




Abb. 3.16: Innere Kerben entlang der Basisstruktur für den Abschnitt eines viereckigen (blau) und
eines sechseckigen Fensters (orange).
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3.4 Strukturen im ebenen Fall (2D)
Für die Untersuchung des elastisch-plastischen Materialverhaltens von Schaumstruk-
turen werden in Kap. 5.2 zweidimensionale (2D) Strukturen verwendet, um den nume-
rischen Aufwand zu verringern. Diese Strukturen müssen weiterhin periodisch sein, da
sie als RVEs verwendet werden.
Die erste und einfachere Struktur ist ein Kreuz, so wie es in Abb. 3.17 dargestellt ist.
Alle Stege dieser Struktur sind gleich lang und stehen im 90◦-Winkel zueinander. Sie
wird verwendet, um die prinzipielle Machbarkeit und die grundlegenden Eigenschaf-






Abb. 3.17: Einfaches 2D-RVE (% = 19 ).
Die einfache Struktur besitzt aber nur eine sehr geringe Schubsteifigkeit. Für die An-
wendung der Materialmodelle in Kap. 6 wird deshalb eine andere Struktur mit höherer
Schubsteifigkeit und somit geringerem anisotropen Verhalten verwendet. Diese ent-
spricht der 2D-Projektion einer Kelvin-Zelle, so wie es in Abb. 3.18(c) dargestellt
ist.






(% = 36.5 %)
Abb. 3.18: Weg von der Kelvin-Zelle in 3D zum verwendeten 2D-RVE.
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4 Bruchmechanische Analyse von
Al2O3-Keramikschaumstrukturen
In diesem Kapitel findet die bruchmechanische Beurteilung und Auswertung eines re-
präsentativen Volumenelementes einer Keramikschaumstruktur unter verschiedenen
Belastungen statt. Aus Gründen der Übersichtlichkeit wird als Schaumstruktur die
Kelvin-Zelle aus Abb. 3.12(c) verwendet, generiert mithilfe der Vernetzungsroutine
aus Kap. 3.3. Diese Art der Vernetzung wird gewählt, um möglichst realitätsnahe
Oberflächen der Innen- und Außenfläche der Stege zu erhalten. Der Öffnungswinkel
der Spitzen der inneren Kerben aufgrund des PU-Hohlraumes beträgt dabei weniger
als 20◦, weshalb nach Dini u. Hills [15] die bruchmechanische Analyse mittels der
LEBM anwendbar ist, siehe Kap. 2.2.1. Der Einfluss der relativen Dichte des PU-
Schaumes wird hierbei nicht untersucht. Ihr Wert verbleibt für alle Untersuchungen
bei %PU = 2.5 %.
In Kap. 4.1 ist die bruchmechanische Untersuchung unter multiaxialer mechanischer
Belastung zu finden. Danach erfolgt die Bewertung für einen Thermoschock in Kap. 4.2
und abschließend in Kap. 4.3 die Analyse für thermomechanische Belastungen. Für
diese numerischen Simulationen werden die Materialparameter von reinem Al2O3 ver-
wendet, wie sie in Kap. 2.1 beschrieben sind.
4.1 LEBM unter Berücksichtigung mechanischer
Lastfälle
Die Spannungsintensitätsfaktoren Ki entlang der inneren Kerben können für verschie-
dene makroskopische Belastungen numerisch mittels Abaqus und anschließender Be-
rechnung mithilfe des MCCI bestimmt werden, vgl. Gl. (2.13) und Gl. (2.15). Zuerst
sollen die Ki-Verläufe für ausgewählte innere Kerben und mechanische Belastungen be-
trachtet werden. Dazu wird eine Kantenlänge von lRVE = 4mm verwendet. Die relative
Dichte des Keramikschaumes beträgt % = 10 %.
Als erste Belastung wird eine makroskopisch uniaxiale Belastung von σ¯xx = 1MPa
untersucht. Die resultierenden Spannungsintensitätsfaktoren entlang des Quadrates mit
dem Normalenvektor (010) und des geschlossenen Sechseckes sind in Abb. 4.1 zu finden.
Bei den Quadraten tritt für diese makroskopische Belastung eine reine Modus I Be-
lastung auf, wie es in Abb. 4.1(a) beispielhaft für ein Quadrat mit dem Normalenvek-
tor (010) zu sehen ist. Hier treten die beiden Maximalwerte an den Rissfrontkoordinaten
an den Stegverbindungen auf, die entlang dieses Fensters dominant unter Biegung be-
ansprucht werden, vgl. Abb. 4.3(a) bei ξ = 1.5 und ξ = 3.5. Der KI-Verlauf für dieses
Quadrat ist symmetrisch bezüglich aller ξ ∈ {0.5, 1.5, 2.5, 3.5}, was der Symmetrie der
Struktur im Bezug auf die vorhandene Belastung entspricht. Durch die Biegung der
Stege an ξ ∈ {1.5, 3.5} ist die maximale Belastung unter Modus I bei diesem Quadrat
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(a) Quadrat mit dem Normalenvektor (010) (b) Geschlossenes Sechseck
Abb. 4.1: Verläufe der Spannungsintensitätsfaktoren Ki und des entsprechenden Mixed-Mode-
Vergleichswertes Kko berechnet nach Gl. (2.10) entlang zweier innerer Kerben mit der Rissfront-
koordinate ξ aus Abb. 3.15, bei einer makroskopisch uniaxialen Belastung von σ¯xx = 1MPa.
und dem Quadrat mit dem Normalenvektor (001) höher als bei dem Quadrat mit dem
Normalenvektor parallel zur Belastungsrichtung.
Durch die Wölbung der Sechsecke, wie sie in Abb. 3.14(a) dargestellt ist, tritt bereits
bei dieser einfachen makroskopischen Belastung der Mixed-Mode auf, vgl. Abb. 4.1(b).
Der maximale Wert für den Modus III beim geschlossenen Sechseck ist etwa um
das Dreifache höher als die Maximalwerte für die anderen beiden Modi. Dies ist in
Abb. 4.1(b) zu sehen. Der Verlauf von KI ist periodisch mit einer Periodenlänge von
ξ = 3, KII ist punktsymmetrisch zu ξ ∈ {2.5, 5.5} und KIII ist punktsymmetrisch zu
ξ ∈ {1, 4}. Der Maximalwert des Modus III und somit des verwendeten Mixed-Mode-
Vergleichswertes Kko aus Gl. (2.10) tritt an den Mitten der Stege auf, die nicht senk-
recht zur Belastungsrichtung stehen, vgl. Abb. 4.1(b) an den Stellen ξ ∈ {0, 2, 3, 5} aus
Abb. 3.15. Das Maximum von Kko entlang der Sechsecke ist hierbei durch den Einfluss
der Belastung unter Modus III größer als entlang der quadratischen Fenster.
Nun werden die berechneten Verläufe der Spannungsintensitätsfaktoren für eine ma-
kroskopische Schubbelastung von σ¯xy = 1MPa näher betrachtet. Hierbei soll wieder
das quadratische Fenster mit der Fensternormalen (010) als Beispiel für die Vierecke
dienen. Außerdem erfolgt die Diskussion für die Sechsecke anhand des Sechseckes mit
der Flächennormalen (1-11). Diese innere sechseckige Kerbe besteht im verwendeten
RVE aus zwei Teilen: 0 < ξ < 3 und 3 < ξ < 6, vgl. Abb. 3.15. Die entsprechenden
Ki-Verläufe sind in Abb. 4.2 dargestellt.
Bei dieser mechanischen Belastung treten am untersuchten Quadrat nur Belastungen
unter Modus II und Modus III auf. Der Wert von KI verschwindet für die komplette
Kerbe. Kko erreicht hierbei an allen Stegmitten den Maximalwert, siehe Abb. 4.2(a).
Beim sechseckigen Fenster tritt wieder der Mixed-Mode mit dominierender Belastung
unter Modus III auf. Dabei wechselt der Ort des Maximalwertes von Kko zu den Steg-
verbindungen an den Stellen ξ ∈ {1.5, 2.5, 4.5, 5.5}. Der Maximalwert des Mixed-Mode-
Vergleichswertes entlang der Sechsecke ist bei dieser Belastung hingegen geringer als
bei den Vierecken.
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(a) Quadrat mit dem Normalenvektor (010) (b) Geteiltes Sechseck mit dem Normalenvek-
tor (1-11)
Abb. 4.2: Verläufe der Spannungsintensitätsfaktoren Ki und des entsprechenden Mixed-Mode-
Vergleichswertes Kko berechnet nach Gl. (2.10) entlang zweier innerer Kerben, bei einer makrosko-
pischen Schubbelastung von σ¯xy = 1MPa.
Bei der Auswertung der bruchmechanischen Belastungen entlang der inneren Kerben
sind drei Punkte erkennbar:
1. Im Allgemeinen tritt Mixed-Mode auf, wobei für Modus III mitunter der größte
Wert auftritt.
2. Der Ort der maximalen Belastung wechselt innerhalb des RVEs (Stegmitte vs.
Stegverbindung, quadratisches vs. sechseckiges Fenster).
3. Die Symmetrie der Struktur ist auch in den Ki-Verläufen erkennbar.
Auf Grundlage der berechneten Spannungsintensitätsfaktoren entlang der inneren Ker-
ben können nun makroskopische Versagensflächen für eine Festigkeitsbewertung berech-
net werden, für welche mikroskopisch Kko = KIc gilt. Für die Risszähigkeit KIc wird
der Wert bei Raumtemperatur aus Kap. 2.1 verwendet. Zum Vergleich mit früheren
Arbeiten im SFB 920 werden auch die Versagensflächen basierend auf einem konven-
tionellen Spannungskriterium ermittelt. Für letzteres erfolgt die Auswertung der maxi-
malen Hauptspannungen entlang der Außenseite der Stege, welche mit dem kritischen
Wert σkrit = σZug verglichen werden. Es wird hierbei σZug als Materialwert verwen-
det, denn die Spannungen in der Struktur sind überwiegend positiv, vgl. Abb. 4.3,
und es gilt σZug  σDruck, siehe Kap. 2.1. Der jeweilige Ort der Auswertung für die
Versagensflächen ist in Abb. 2.20 aus Kap. 2.5 dargestellt.
Die Bestimmung der makroskopischen Spannungsfaktoren Σko und Σ1.HS geschieht
durch die lineare Überlagerung von sechs unabhängigen Grundlastfällen, wie es Storm
et al. [103] beschreibt, vgl. Kap. 2.5. Bei makroskopisch hydrostatischen Druckbean-
spruchungen, d. h. I¯1  0, kann es zur Rissschließung kommen, weshalb negative Wer-
te von KI berechnet werden. Für diese makroskopischen Belastungszustände müssen
einzelne FE-Simulationen unter Berücksichtigung des Kontaktes zwischen den beiden
Rissufern erfolgen. Solche aufwendigen FE-Rechnungen werden im Rahmen dieser Ar-
beit aber nicht durchgeführt. Es findet nur eine Betrachtung für I¯1 ≥ 0 statt.








(b) σ¯xy = σ¯
Abb. 4.3: Maximale Hauptspannung an den Stegaußenseiten im deformierten Zustand der Kel-
vin-Zelle bei zwei unterschiedlichen mechanischen Belastungen, Verschiebungen sind skaliert mit
0.005E/σ¯.
Die beiden makroskopischen Spannungsfaktoren Σko und Σ1.HS werden zuerst für ei-
ne relative Dichte der Struktur von  = 10% und einer Kantenlänge des RVEs von
lRVE = 4mm berechnet. Die ermittelten Versagensflächen sind in Abb. 4.4 für einen
deviatorischen und einen hydrostatischen Schnitt zu finden.
(a) Deviatorische Schnittebene für I¯1 = 0 (b) Hydrostatischer Schnitt für θ¯ = 0◦ mit den Versa-
gensflächen von jeweils zwei mikroskopischen Punkten
Abb. 4.4: Makroskopische Versagensflächen der berechneten Σko und Σ1. HS für  = 10% und




In beiden Schnitten ist eindeutig erkennbar, dass die Versagensfläche für das Span-
nungskriterium, welches an den Stegaußenseiten ausgewertet wird, immer innerhalb
der Versagensfläche des bruchmechanischen Versagenskriteriums liegt. Somit tritt zu-
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erst ein Versagen der Stegaußenseite auf, bevor es zu einer Rissinitiierung an den in-
neren Kerben kommt.
Im deviatorischen Schnitt haben die Versagensflächen der beiden untersuchten Kri-
terien eine sechseckige Form, ähnlich dem Tresca-Versagenskriterium. Im hydrosta-
tischen Schnitt gibt es aber bei beiden Versagensflächen einen Knick bei ungefähr
gleicher makroskopisch hydrostatischer Spannung. Dieser Knick beruht auf dem Wech-
sel des Ortes des spröden Versagens, denn die makroskopische Versagensfläche ist die
Schnittmenge der umschlossenen Gebiete der Versagensflächen von allen mikrosko-
pischen Punkten im RVE, wie es beispielhaft in Abb. 4.4(b) zu sehen ist.
Da der Vergleich der beiden Versagenskriterien Σ1.HS und Σko im Vordergrund steht,
wird das Verhältnis der beiden Kriterien im Spannungsraum betrachtet. Mithilfe dieser
Darstellungsart kann somit die kritischere Belastungsart erkannt werden: entweder die
bruchmechanische Belastung entlang der inneren Kerben (Σko/Σ1.HS < 1) oder die
Spannungen an den Stegaußenseiten (Σko/Σ1.HS > 1). Die sich ergebende Fläche im
Hauptspannungsraum ist beispielhaft in Abb. 4.5 für zwei Schnittebenen dargestellt.
(a) Deviatorische Schnittebene für I¯1 = 0 (b) Hydrostatischer Schnitt für θ¯ = 0◦
Abb. 4.5: Verhältnis der beiden betrachteten Versagensflächen Σko/Σ1. HS für  = 10% und
lRVE = 4mm.
In der deviatorischen Schnittebene mit I¯1 = 0 ergibt sich für das Verhältnis Σko/Σ1.HS
nahezu ein Kreis, da die beiden Versagensflächen in diesem Schnitt annähernd pro-
portional sind, siehe Abb. 4.5(a). Die Abhängigkeit vom Lode-Winkel ist also für die
beiden Versagenskriterien nahezu identisch. Hingegen ist das Verhältnis im hydrostati-
schen Schnitt nicht mehr konstant, wie es in Abb. 4.5(b) zu sehen ist. Σko/Σ1.HS wird
hierbei über den Winkel
φ¯ = arctan q¯
I1
(4.1)
aufgetragen. Durch die Wechsel der Versagensorte in den Kriterien bei ähnlichen I¯1
aber unterschiedlichen q¯, vgl. Abb. 4.4(b), wird das Verhältnis Σko/Σ1.HS an dieser
Stelle in Abb. 4.5(b) größer.
Nun soll der Einfluss von zwei Strukturparametern auf die makroskopischen Versa-
gensflächen Berücksichtigung finden. Es werden die relative Dichte des Keramikschau-
mes  unter Beibehaltung der relativen Dichte des Hohlraumes PU = 2.5% und
die Kantenlänge des RVEs lRVE variiert. Bei Zunahme der relativen Dichte sinken
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die mikroskopischen Spannungen bei gleichbleibender makroskopischer Spannung und
lRVE, da durch das Aufdicken der Stege mehr Material vorhanden ist. Somit steigen
die makroskopischen Versagensspannungen an, wodurch die Werte von Σ1.HS und Σko
zunehmen. Bei der untersuchten RVE-Struktur sinken die bruchmechanischen Belas-
tungen mit zunehmendem  meistens schneller als die Spannungen an den Außenseiten
der Stege, weshalb das Verhältnis zwischen den beiden makroskopischen Spannungs-
faktoren ansteigt, wie es in Abb. 4.6 erkennbar ist. Dieser prinzipielle Einfluss der
relativen Dichte auf das Verhältnis der makroskopischen Spannungsfaktoren gilt nicht
für  = 8.5% in der Nähe des makroskopisch hydrostatischen Zuges, denn hier ist der
Wert von Σko/Σ1.HS höher als der für  = 10%, vgl. Abb. 4.6(b). Dies stellt aber nur
eine Ausnahme dar.
(a) Deviatorische Schnittebene für I¯1 = 0 (b) Hydrostatischer Schnitt für θ¯ = 0◦
Abb. 4.6: Verhältnis der beiden makroskopischen Spannungsfaktoren Σko/Σ1. HS für verschiedene re-
lative Dichten  bei einer Kantenlänge des RVE von lRVE = 4mm.
Die Veränderung der Kantenlänge des RVEs lRVE hat hingegen auf die beiden Versa-
genskriterien einen unterschiedlichen Einfluss. lRVE stellt im Rahmen dieser Arbeit
einen Skalierungsfaktor dar, mit dem das FE-Netz nach erfolgter Generierung aus
Kap. 3.3 in alle drei Dimensionen gleichzeitig gestreckt oder gestaucht wird. Die Kel-
vin-Zelle verändert sich selbstähnlich mit unterschiedlicher Kantenlänge. Somit können
unterschiedliche Porendurchmesser, welche von lRVE abhängen, untersucht werden.
Die lineare Skalierung des Strukturparameters lRVE hat keinen Einfluss auf die mikro-
skopischen Spannungsfelder bei konstanter makroskopischer Belastung. Dadurch ver-
ändert sich die Versagensfläche für Σ1.HS nicht. Anders verhält es sich jedoch für die




Nach Gl. (2.6) sind die Spannungsintensitätsfaktoren proportional zur Wurzel der Riss-
länge a und diese ist wiederum mit der Kantenlänge des RVEs über a ∝ lRVE verknüpft.
Dies bedeutet, mit größer werdendem lRVE nimmt die bruchmechanische Belastung zu
und der Wert von Σko sinkt, da ein Versagen an den inneren Kerben eher eintritt. Dies
ist anhand der schrumpfenden Versagensfläche mit zunehmendem lRVE in Abb. 4.7 er-
kennbar. Die Generierung der Versagensflächen in Abb. 4.7 erfolgt hierbei auf Grund-
lage von Abb. 4.5 und dem Zusammenhang aus Gl. (4.2). Es sind dafür keine weiteren
numerischen Simulationen erforderlich.
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(a) Deviatorische Schnittebene für I¯1 = 0 (b) Hydrostatischer Schnitt für θ¯ = 0◦
Abb. 4.7: Verhältnis der beiden makroskopischen Spannungsfaktoren Σko/Σ1. HS für verschiedene
Kantenlängen des RVE lRVE bei einer relativen Dichte von  = 10%.
Mit zunehmender Kantenlänge lRVE sinkt, wie bereits erwähnt, das Verhältnis von Σko
zu Σ1.HS, aber es erreicht für die untersuchten Kantenlängen lRVE ∈ {2, 3, 4, 5, 6}mm
nie einen Wert unterhalb von Eins, was ein früheres Versagen an den inneren Kerben
als an den Stegaußenseiten bedeuten würde. Dies geschieht erst bei einer Kantenlänge
von lRVE ≈ 11mm in der Nähe von makroskopisch hydrostatischem Zug. Diese Größe
der Struktur liegt aber weit außerhalb des verwendeten Bereiches der realen Keramik-
schäume.
Es ist zu beachten, dass die Kelvin-Zelle ein anisotropes Verhalten in ihren Eigenschaf-
ten zeigt, vgl. Settgast et al. [87] und Storm et al. [103]. Dies bedeutet, dass das
mikro- und makroskopische Ergebnis von der Orientierung der makroskopischen Be-
lastung abhängig ist. Aus diesem Grund wird der jeweilige Spannungszustand rotiert,
um das richtungsabhängige Verhalten der Kelvin-Zelle zu untersuchen. Aufgrund der
einfacheren Umsetzung wird der Spannungszustand und nicht die Struktur rotiert.
Die nötigen Rotationen sind in Kap. 2.5 vorgestellt. Es werden die Winkel ω1 bis ω3
in jeweils 0.5◦-Schritten variiert und damit die Rotationsmatrix Rij nach Gl. (2.67)
bestimmt. Rij wird anschließend für die Berechnung des rotierten Spannungszustandes
nach Gl. (2.68) verwendet. Der sich dabei ergebende makroskopische Spannungszustand
wird wieder mithilfe der sechs Grundlastfällen aufgebracht. Somit erfolgt die Ermitt-
lung der mikroskopischen Spannungsfelder bzw. der Spannungsintensitätsfaktoren ohne
erneute numerische Simulation. Für alle Rotationen wird für den jeweils gemeinsamen
Hauptspannungszustand das minimale Verhältnis der beiden makroskopischen Span-
nungsfaktoren Σko/Σ1.HS bestimmt. Da dies einen hohen numerischen Aufwand bedeu-
tet, wird die Untersuchung nur für eine relative Dichte von  = 10% durchgeführt.
Nach Gl. (4.2) können wieder die Minimalflächen verschiedener lRVE auf Grundlage
einer Minimalfläche erzeugt werden. Das Ergebnis ist in Abb. 4.8 dargestellt.
Die Betrachtung der Kurven für das Minimalverhältnis der beiden Spannungsfaktoren
bei verschiedenen Rotationen minω1,ω2,ω3 (Σko/Σ1.HS) im Vergleich zu Abb. 4.7 zeigt,
dass die Ursprungsorientierung (ω1 = 0, ω2 = 0 und ω3 = 0) der untersuchten Kelvin-
Zelle nicht der schwächsten Richtung entspricht. Die Kurven für minω1,ω2,ω3 (Σko/Σ1.HS)
liegen innerhalb der Kurven für die Ursprungsrotation aus Abb. 4.7. Dieser Sachverhalt
wird bereits in Storm et al. [103] diskutiert. Für eine Kantenlänge des RVEs von
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(a) Deviatorische Schnittebene für I¯1 = 0
(b) Hydrostatischer Schnitt für θ¯ = 0◦ (c) Hydrostatischer Schnitt für θ¯ = 60◦
Abb. 4.8: Minimum des Verhältnisses der makroskopischen Spannungsfaktoren für verschiedene Ro-
tationen minω1,ω2,ω3 (Σko/Σ1. HS) bei verschiedenen Kantenlängen des RVE lRVE und einer relativen
Dichte von  = 10%.
lRVE = 6mm wird ein Minimalverhältnis von nahezu 1 erreicht. Dies bedeutet, dass es
für dieses lRVE eine Orientierung der Kelvin-Zelle gibt, bei der die Belastung entlang
der inneren Kerben bezogen auf den verwendeten Materialkennwert von KIc fast so
kritisch ist wie die auftretende maximale Hauptspannung bezogen auf die verwendete
Festigkeit aus Kap. 2.1. Aber diese Grenze wird nicht unterschritten. Weiterhin ist
ersichtlich, dass bei rein makroskopisch deviatorischen Belastungen in der Nähe der
projizierten Hauptspannungsachsen vermutlich die Außenseiten der Stege immer eher
kritisch sind als bei anderen Belastungen, vgl. θ¯ ∈ {0◦, 120◦, 240◦} in Abb. 4.8(a).
Zusammenfassend ist zu sagen, dass die Spannungen an den Stegaußenseiten bei allen
Untersuchungen immer kritischer als die bruchmechanischen Belastungen entlang der
inneren Kerben sind. Dies bedeutet, dass ein mögliches Versagen der Keramikschäume
zuerst an den Stegaußenseiten beginnt, bevor es zu einer Rissinitiierung im Inneren der
Stege kommt.
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4.2 LEBM für Thermoschock
Beim Einsatz der offenzelligen keramischen Schäume ist der Thermoschock zum Zeit-
punkt des Auftreffens der flüssigen Schmelze auf den keramischen Filter von großer
Bedeutung. Aus diesem Grund findet für diesen Belastungsfall ebenfalls die bruch-
mechanische Bewertung statt.
Dafür wird angenommen, dass der Schaum aus reinem Aluminiumoxid mit den mecha-
nischen und thermophysikalischen Materialparametern aus Tab. 2.1 in Kap. 2.1 besteht,
denn für einen Al2O3-Schaum als Filter für eine Aluminiumschmelze ist der Thermo-
schock bereits experimentell von Goetze et al. [29] untersucht. Weiterhin wird, wie
in Goetze et al. [29], davon ausgegangen, dass die Erwärmung des Al2O3-Schaumes
durch die flüssige Schmelze nur durch den Wärmeübergang an den Stegoberflächen
stattfindet. Außerdem soll die Schmelze gleichzeitig mit allen Stegen des RVEs in Kon-
takt geraten. Dies ist schematisch in Abb. 4.9 dargestellt.
Abb. 4.9: Wärmeübergang (rot) an den Stegaußenseiten (überall gleichzeitig).
Es tritt somit kein Wärmestrom auf der Makroskala des RVEs auf und die makrosko-
pische Temperaturänderung in jede Richtung ist Null:
∆T j = 0 für j = 1, 2, 3. (4.3)
Für die Beschreibung des zeitabhängigen Wärmestroms Q˙(t) mittels des Wärmeüber-
gangs
Q˙(t) = hA (T (t)− TU) (4.4)
an den Stegaußenseiten wird eine Anfangstemperatur des keramischen Materials von
T (t = 0) = 20 ◦C und eine Gießtemperatur von TU = 800 ◦C vorgegeben. A ist hierbei
die beteiligte Fläche (Stegaußenseiten) und h der Wärmeübergangskoeffizient. Es gilt
Q˙(t) < 0, da Wärme an die Struktur des RVEs abgegeben wird. Die Außenseiten erwär-
men sich transient und aufgrund der thermischen Ausdehnung findet eine instationäre
Zugbeanspruchung entlang der inneren Kerben statt. Dies führt zu einer zeitlich ver-
änderlichen bruchmechanischen Belastung, die nun ausgewertet und beurteilt werden
soll. Dabei ist vor allem der maximale Wert von Kko entscheidend, da anhand die-
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ses Wertes beurteilt wird, ob der Keramikschaum ohne Schaden diesen Thermoschock
übersteht. Die resultierende Belastung aufgrund der thermischen Ausdehnung ist durch
die Symmetrie der Struktur und des Thermoschocks jeweils entlang aller Quadrate ξQ
und aller Sechsecke ξS im verwendeten RVE der Kelvin-Zelle gleich. Es muss somit
keine Unterscheidung der verschiedenen Quadrate und Sechsecke stattfinden.
Für eine anfängliche Betrachtung beträgt h = 2000 W/m2/K, basierend auf der ex-
perimentellen Untersuchung von Goetze et al. [29]. Die relative Dichte ist % = 10 %
und die Größe des RVEs lRVE = 4mm.
Die größere Oberfläche der sechseckigen Fenster führt zu einer schnelleren Erwärmung
ihrer Stegaußenseiten, wie es in Abb. 4.10 zu sehen ist. Für die bruchmechanische
Belastung ist aber auch die Struktur entscheidend.
T in ◦C
Abb. 4.10: Temperaturfeld einer Stegverbindung zum Zeitpunkt der maximalen bruchmechanischen
Belastung maxt (Kko) für h = 2000 W/m2/K, % = 10 % und lRVE = 4mm. Der obere Steg gehört zu
einem quadratischen Fenster, die anderen beiden Stege zu einem sechseckigen Fenster.
So ist der maximale Wert von Kko entlang von ξQ höher als der entlang von ξS, siehe
Abb. 4.11. Dies tritt auf, obwohl die Erwärmung der Stegaußenseiten an den Sechsecken
schneller geschieht, was in Abb. 4.10 an den leicht höheren Temperaturen in Richtung
der beiden unteren Stegen (Teile von sechseckigen Fenstern) zu erkennen ist. Durch
den Einfluss der Struktur ergibt sich ein höherer Maximalwert von Kko entlang ξQ
als entlang ξS. Um dieses Ergebnis zu erklären, ist eine Betrachtung der Verläufe der
Spannungsintensitätsfaktoren notwendig.
Die Verläufe der Ki der quadratischen und sechseckigen Fenster sind in Abb. 4.12 für
den jeweiligen Moment des Maximums von Kko dargestellt. Auffallend dabei ist, dass
entlang von ξQ fast ausschließlich Modus I und entlang von ξS ein Mixed-Mode mit do-
minierendem Modus I auftritt. Außerdem liegt für alle inneren Kerben das Maximum
von KI und somit von Kko bei den Stegverbindungen. Aufgrund der Materialansamm-
lung an diesen Stellen kommt es zu einem höherem Temperaturgradienten und somit zu
einer höheren bruchmechanischen Belastung. Dadurch, dass die Stege bei ξQ in einem
geringeren Winkel aufeinander stehen, wird die thermische Ausdehnung während der
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(a) Kko über die Zeit (b) Kko über die Temperatur
Abb. 4.11: Verlauf der Maximalwerte der bruchmechanischen Beanspruchung Kko über die Zeit t und
Temperatur T für h = 2000 W/m2/K,  = 10% und lRVE = 4mm.
Erwärmung stärker eingeschränkt. Dies führt entlang dieser inneren Kerben zu einer
höheren Beanspruchung als entlang von ξS.
(a) Ki entlang der inneren Kerben der quadra-
tischen Fenster
(b) Ki entlang der inneren Kerben der sechsecki-
gen Fenster am Beispiel des geschlossenen Sechs-
eckes
Abb. 4.12: Verläufe der Spannungsintensitätsfaktoren Ki zum Zeitpunkt des zeitlichen Maximums
für h = 2000 W/m2/K,  = 10% und lRVE = 4mm
Der Wärmeübergangskoeffizient h schwankt bei Goetze et al. [29] sehr stark, da er ab-
hängig vom Filtermaterial, der Fließgeschwindigkeit der Schmelze, der Gießtemperatur
und der Zusammensetzung des Metalls ist. Aus diesem Grund wird dieser Parameter
nun im Bereich von h ∈ [1000, 3000] W/m2/K variiert. Die relative Dichte und die Grö-
ße des RVEs verbleiben weiterhin bei  = 10% und lRVE = 4mm. Die resultierenden
Werte der maximalen bruchmechanischen Belastung sind in Abb. 4.13(a) dargestellt.
Ein Anstieg von h erhöht die über die Stegaußenseiten eingebrachte Wärme und die
Struktur erwärmt sich somit schneller. Es kommt zu einer höheren und zeitigeren kri-
tischen Belastung an den inneren Kerben, wie es in Abb. 4.13 zu erkennen ist. Dies
wird durch höhere thermische Spannungen in den Stegen hervorgerufen. Dabei sinkt die
Temperatur des Ortes, bei dem der maximale Wert von Kko auftritt, vgl. Abb. 4.13(b).
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(a) Maximum der bruchmechanischen Bean-
spruchung Kko (Vorfaktoren und Exponenten
der Potenzfunktionen: c1ξQ = 5.70MPa
√
m,





m, c2ξS = 0.866)
(b) Temperatur und Zeitpunkt beim jeweiligen Ma-
ximum von Kko
Abb. 4.13: Auswirkung des Wärmeübergangskoeffizienten h auf die untersuchten Größen.
Nun soll der Einfluss der relativen Dichte untersucht werden. Dies geschieht im gleichen
Intervall wie in Kap. 4.1 von  ∈ [8.5, 13]%. h beträgt nun wieder h = 2000W/m2/K
und die Größe des RVEs verbleibt unverändert bei lRVE = 4mm. Die Resultate der
numerischen Simulationen sind in Abb. 4.14 dargestellt.
(a) Maximum der bruchmechanischen Be-
anspruchung Kko (Parameter der Potenz-
funktionen: c1ξQ = 5.70MPa
√
m, c2ξQ = 0.679,
c1ξS = 4.88MPa
√
m, c2ξS = 0.712)
(b) Temperatur und Zeitpunkt beim jeweiligen Ma-
ximum von Kko
Abb. 4.14: Auswirkung der relativen Dichte  auf die untersuchten Größen.
Durch die Beibehaltung des Volumens des PU-Hohlraumes bei PU = 2.5% vergrößert
sich die Oberfläche der Stegaußenseiten in Gl. (4.4) bei einer Zunahme von . Somit
findet ein größerer Wärmestrom statt. Dies hat aber nur einen geringen Einfluss auf
das Maximum der bruchmechanischen Beanspruchung, vgl. Abb. 4.14(a), oder den
Zeitpunkt ihrer Erreichung, vgl. Abb. 4.14(b).
Als letzter Strukturparameter, wird die Größe des RVEs lRVE durch eine Skalierung
verändert. Hierfür wird wie in Kap. 4.1 das Intervall von lRVE ∈ [2, 6]mm vorgege-
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ben. Die Variation von lRVE hat den größten Einfluss auf den maximalen Wert des
bruchmechanischen Kennwertes Kko während der Erwärmung, wie Abb. 4.15(a) zeigt.
(a) Maximum der bruchmechanischen Be-
anspruchung Kko (Parameter der Potenz-
funktionen: c1ξQ = 5.70MPa
√
m, c2ξQ = 1.372,
c1ξS = 4.88MPa
√
m, c2ξS = 1.366)
(b) Temperatur und Zeitpunkt beim jeweiligen Ma-
ximum von Kko
Abb. 4.15: Auswirkung der Länge des RVEs lRVE auf die untersuchten Größen.
Dieser große Einfluss von lRVE basiert dabei auf zwei Effekten. Einerseits verändert sich
durch die Skalierung des RVEs die Risslänge, da a ∝ lRVE gilt. Dies lässt den Wert
von Kko ansteigen. Zusätzlich steigt das sich erwärmende Keramikvolumen in der Nähe
der betrachteten Position entlang der inneren Kerbe an, was zu erhöhten thermischen
Spannungen und somit zu einem höheren Wert von Kko an dieser Stelle führt. Durch das
erhöhte Volumen findet die Erwärmung langsamer und die maximale bruchmechanische
Belastung erst später statt, wie es anhand von Abb. 4.15(b) erkennbar ist.
Für alle untersuchten Lastfälle erreicht Kko nicht den Wert der Risszähigkeit aus
Kap. 2.1. Bei einem Vergleich aller drei untersuchten Parameter ergibt sich folgen-
de Reihenfolge sortiert in absteigender Stärke ihres Einflusses: lRVE, dann folgt h und
abschließend . Alle Abhängigkeiten für beide Arten von inneren Kerben (quadratisch
bzw. sechseckig) können dabei sehr gut mithilfe von Potenzfunktionen approximiert
werden, wie es in Abb. 4.13(a), Abb. 4.14(a) und Abb. 4.15(a) zu sehen ist. Die Rei-
henfolge der Intensität der Einflüsse ist äquivalent zu der in der Arbeit von Settgast
et al. [88], in der der Einfluss dieser drei Parameter auf den maximalen Wert des
J-Integrals untersucht wurde.
Eine Auswertung der Abb. 4.13(b), Abb. 4.15(b) und Abb. 4.14(b) ergibt, dass der
Moment des Maximalwertes entlang ξQ und ξS spätestens nach etwa 360ms erreicht
ist. Die Temperatur liegt hierbei immer unter 400 ◦C. Dies bedeutet, dass der Verlauf
der einzelnen Materialparameter bis zu dieser Temperatur einen großen Einfluss hat.
Für eine eventuelle Verminderung der bruchmechanischen Belastung ist somit die Be-
rücksichtigung des Materialverhaltens bei niedrigen Temperaturen besonders wichtig.
Außerdem muss beachtet werden, dass der Elastizitätsmodul bei diesem Lastfall einen
linearen Einfluss auf Kko hat.
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4.3 LEBM für thermomechanische Lastfälle
Während bisher nur rein mechanische und thermische Lastfälle für die bruchmechani-
sche Untersuchung Berücksichtigung fanden, erfolgt nun die Kombination dieser beiden
Sonderfälle. Es wird untersucht, wie sich die bruchmechanische Versagensfläche aus
Kap. 4.1 bei einem gleichzeitig auftretenden Thermoschock gemäß Kap. 4.2 verändert.
Der Überhöhungsfaktor ι¯|σ¯ij aus Gl. (2.59) ist somit der Wert, mit dem die rein me-
chanische Belastung skaliert wird, damit bei zeitgleich stattfindendem Thermoschock
eine kritische bruchmechanische Belastung innerhalb der Struktur erreicht wird. Auf-
grund der Struktur des verwendeten Vergleichswertes Kko aus Gl. (2.10) müssen die
Spannungsintensitätsfaktoren der einzelnen Modi aus der rein thermischen Kti und rein

















Zu jedem Zeitpunkt während des Thermoschocks ergibt sich nun eine Versagensfläche
basierend auf ι¯|σ¯ij als Minimalwerte der ermittelten ι|σ¯ij nach Gl. (2.60). Über alle
ausgewerteten Zeitpunkte ist die zeitlich minimale Versagensfläche entscheidend, da
der Al2O3-Keramikschaum dem kompletten Thermoschock standhalten muss. Da die
Erzeugung der zeitlich minimalen Versagensfläche durch den hinzukommenden Zeit-
faktor einen hohen numerischen Aufwand hat, wird nur die Ursprungsorientierung der
Kelvin-Zelle berücksichtigt.
Es ist dabei zu beachten, dass KIc von der Temperatur abhängt. Darauf wurde be-
reits in Kap. 2.1, basierend auf der Arbeit von Zielke et al. [119], eingegangen. Es
wird davon ausgegangen, dass KIc zwischen Raumtemperatur und T = 800 ◦C linear
zwischen den beiden Werten aus Tab. 2.1 abfällt. Aufgrund des Einflusses der Tempe-
ratur auf KIc muss der Zeitpunkt der zeitlich minimalen Versagensfläche nicht mit dem
der maximalen bruchmechanischen Belastung während des alleinigen Thermoschocks
identisch sein.
Als erstes wird nun, wie bereits in Kap. 4.2, der Thermoschock mit den Parametern
h = 2000W/m2/K, % = 10 % und lRVE = 4mm betrachtet. Die resultierende Versa-
gensfläche beim Start des Thermoschocks Σt=0ko und ihr zeitliches Minimum mint Σko
ist in Abb. 4.16 dargestellt. Dabei wird in die Anteile der Versagensflächen aufgrund
des Minimums entlang der Sechsecke minξS Σko und entlang der Quadrate minξQ Σko
unterteilt.
Der Thermoschock hat den größten Einfluss für rein hydrostatische Belastungen. In der
Nähe der deviatorischen Schnittebene mit I¯1 = 0 ist er sehr gering. Aus Abb. 4.16(a)
ist außerdem erkennbar, dass in der Nähe von rein deviatorischen Belastungen immer
die inneren Kerben entlang der Sechsecke am kritischsten sind. Im Gegensatz dazu sind
die Kerben entlang der Quadrate für rein hydrostatische Belastungen kritischer, vgl.
Abb. 4.16(b).
Eine Variation des Wärmeübergangskoeffizienten h verändert die Ursprungsversagens-
fläche nicht, denn h hat nur einen Einfluss auf den thermischen Lastfall. Mit steigen-
dem h schrumpft die zeitlich minimale Versagensfläche aufgrund der größer werdenden
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(a) Deviatorische Schnittebene für I¯1 = 0 (b) Hydrostatischer Schnitt für θ¯ = 0◦
Abb. 4.16: Bruchmechanische Versagensfläche Σko beim Start des Thermoschocks (t = 0) und ihr
zeitliches Minimum mint Σko entlang der Sechsecke ξS und Quadrate ξQ für h = 2000W/m2/K,
 = 10%, lRVE = 4mm.
bruchmechanischen Belastung, was bereits in Kap. 4.2 anhand von Abb. 4.13 zu se-
hen ist. Dies ist in Abb. 4.17 für die Intervallgrenzen aus Abb. 4.13 mit den Werten
h ∈ {1000, 3000}W/m2/K dargestellt.
(a) Deviatorische Schnittebene für I¯1 = 0 (b) Hydrostatischer Schnitt für
θ¯ = 0◦
Abb. 4.17: Bruchmechanische Versagensfläche Σko beim Start des Thermoschocks (t = 0) und ihr
zeitliches Minimum mint Σko entlang der Sechsecke ξS und Quadrate ξQ bei einer Variation von h,
mit  = 10% und lRVE = 4mm.
Die relative Dichte  hat hingegen auch einen Einfluss auf die Form der anfänglichen
Versagensfläche im hydrostatischen Schnitt, siehe Abb. 4.18. Mit steigendem  sinkt
die bruchmechanische Beanspruchung für rein mechanische Belastungen, vgl. Abb. 4.6,
aber steigt bei ausschließlichem Thermoschock an, vgl. Abb. 4.14(a). Bei einer Kombi-
nation dieser beiden Belastungen ist das zeitliche Minimum von Σko für die geringste
untersuchte relative Dichte von  = 8.5% am kleinsten, wie es in Abb. 4.18(a) im
Vergleich zu Abb. 4.16 und Abb. 4.18(b) zu sehen ist. Der größte Einfluss der bruch-
mechanischen Belastung während des Thermoschockverlaufes auf Σko tritt auch hier
wieder für die Kerben entlang der Quadrate auf.
Die Veränderung der Größe des RVEs lRVE hat für beide Lastfallarten die gleiche Aus-
wirkung: Mit größer werdendem lRVE steigt die bruchmechanische Belastung an. Dies
geschieht aufgrund der Abhängigkeit der Risslänge von der RVE Größe mit a ∝ lRVE,
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(a)  = 8.5%
(b)  = 13.0%
Abb. 4.18: Bruchmechanische Versagensfläche Σko beim Start des Thermoschocks (t = 0) und ihr
zeitliches Minimum mint Σko entlang der Sechsecke ξS und Quadrate ξQ bei einer Variation von
, mit h = 2000W/m2/K und lRVE = 4mm
(
Deviatorische Schnittebene für I¯1 = 0 (links) und
hydrostatischer Schnitt für θ¯ = 0◦ (rechts)
)
.
wie in Kap. 4.1 und Kap. 4.2 bereits erwähnt. Aus diesem Grund wird auch der Ein-
fluss von lRVE auf das zeitliche Minimum von Σko für die beiden Intervallgrenzen aus
Abb. 4.15 von lRVE ∈ {2, 6}mm untersucht. Das Resultat ist in Abb. 4.19 dargestellt.
Eine Kombination der beiden Belastungsarten sorgt zu einer verstärkten Abnahme von
Σko bei größer werdender RVE Größe in Abb. 4.19(b), durch die gleiche Tendenz der
Abhängigkeit der Ki von lRVE. Je geringer lRVE ist, umso größer ist die anfängliche Σko
und ihr zeitliches Maximum, da auch die Änderung durch eine niedrigere bruchmecha-
nische Belastung während des Thermoschocks geringer ist, vgl. Abb. 4.19(a).
Für alle drei untersuchten Parameter h,  und lRVE zeigt sich der Einfluss des Ther-
moschocks auf die Versagensfläche für den bruchmechanischen Versagenswert Σko. Der
größte Einfluss des Thermoschocks findet bei allen untersuchten Versagensflächen in
der Nähe von hydrostatischen Belastungen statt. Hingegen ist der Einfluss bei den
Sechsecken in der Nähe von makroskopisch deviatorischen Belastungen, der kritische
Ort bei dieser Belastung, durch den Thermoschock am geringsten beeinflusst.
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(a) lRVE = 2mm
(b) lRVE = 6mm
Abb. 4.19: Bruchmechanische Versagensfläche Σko beim Start des Thermoschocks (t = 0) und ihr
zeitliches Minimum mint Σko entlang der Sechsecke ξS und Quadrate ξQ bei einer Variation von
lRVE, mit h = 2000W/m2/K und  = 10%
(
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5 Makroskopische Beschreibung des
inelastischen Verhaltens von
Schäumen
5.1 Modellierung des Kriechverhaltens
Aktuelle Forschungen im SFB 920 bereiten Filterstrukturen für den Einsatz während
des Stranggusses bzw. innerhalb eines Stahlverteilers vor, siehe Wetzig et al. [113].
Dafür sind höhere Einsatzzeiten der Filter von mindestens 45min zu erreichen, um
unnötige Umbauten bzw. Austausche zu vermeiden. Die Strukturen müssen eine ho-
he Kriechbeständigkeit und Formstabilität aufweisen, damit die Poren und Fenster
weiterhin für die Filtration zur Verfügung stehen. Aus diesem Grund wird das Kriech-
verhalten des kompakten Al2O3–C-Materials untersucht, mittels eines Kriechgesetzes
beschrieben (Kap. 5.1.1), auf eine reale Keramikfilterstruktur angewendet und mit
realen Filterkriechversuchen verglichen (Kap. 5.1.2). Weiterhin werden die virtuell er-
zeugten Filterstrukturen aus Kap. 3.2 an das Verhalten der echten Schaumstrukturen
angepasst, um die Grundlage für weitere Untersuchungen von größeren Filterstrukturen
zu schaffen (Kap. 5.1.4).
5.1.1 Beschreibung des mikroskopischen Kriechverhaltens
Zuerst soll das Hochtemperatur-Kriechverhalten des kompakten Al2O3–C mittels eines
Kriechgesetzes beschrieben werden. Dafür werden die einachsigen Kriechversuche mit
einer Dauer von t = 90min bei einer Temperatur von T = 1350 ◦C für verschiede-
ne Spannungen vom Institut für Werkstofftechnik der TU Bergakademie Freiberg aus
Abb. 2.3 in Kap. 2.1 verwendet. Im einachsigen Fall entspricht die angelegte Spannung
der äquivalenten Spannung σäq = σkr. Als Wert des Elastititätsmoduls bei dieser Tem-
peratur wird E = 1630MPa und für die Querkontraktionszahl ν = 0.14 verwendet. Die
Bestimmung dieser beiden Werte ist ebenfalls in Kap. 2.1 beschrieben.
Um die Materialparameter der beiden Kriechgesetze aus Gl. (2.36) und Gl. (2.37) zu
bestimmen, wird der quadratische Fehler zwischen den experimentellen Kurven und den
Kurven aus numerischen Simulationen minimiert. Die Kriechsimulationen werden dabei
unter der Annahme eines Reibungskoeffizienten von µ = 0.3 mit Abaqus durchgeführt.
Das Ergebnis der Optimierung der Materialparameter ist in Abb. 5.1(a) zu sehen. Es
ergeben sich folgende Parameter: B = 3.60 104 MPa s(m+1)/n, n = 1.06 und m = −0.56.
Die Kriechkurven der Spannungen σkr = 10MPa und σkr = 20MPa werden sehr gut
approximiert, wohingegen für σkr = 2MPa und σkr = 15MPa die numerischen Kriech-
kurven die entsprechenden experimentellen unterschätzen. Von den fünf Kurven wird
die für σkr = 5MPa am schlechtesten abgebildet. Alles in allem wird die prinzipielle
Tendenz und das Verhalten der Kriechkurven gut wiedergegeben. Aus diesem Grund
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(a) Kriechkurven (b) Relaxationskurven
Abb. 5.1: Experimentelle und numerische Kriech- und Relaxationskurven; Anpassung der Parameter
der Kriechgesetze aus Kap. 2.3.4 erfolgt für die Kriechkurven und ergab B = 3.60 104 MPa s(m+1)/n,
n = 1.06 und m = −0.56.
können die beiden Kriechfunktionen aus den Gln. (2.36) und (2.37) für die Beschrei-
bung des Kriechverhaltens von Al2O3–C verwendet werden.
Zur Validierung der Kriechgesetze bzw. für die Wahl eines dieser beiden, wurde ein
Relaxationsversuch am Institut für Werkstofftechnik der TU Bergakademie Freiberg
durchgeführt. Der Versuch fand hier ebenfalls bei einer Temperatur von T = 1350 ◦C
statt. Weitere Details zu diesem Versuch sind im experimentellen Teil von Settgast
et al. [92] zu finden. Für die numerische Simulation wurde wieder ein Reibungsko-
effizient von μ = 0.3 angenommen. Die sich ergebenden Spannungsverläufe für eine
Anfangsspannung von σrelax = 10MPa für das Experiment und die beiden Kriechge-
setze sind in Abb. 5.1(b) dargestellt.
In den ersten Minuten findet während des Experimentes eine sehr hohe Relaxation
statt. Dieser starke Spannungsabfall sinkt mit zunehmender Versuchszeit ab. Zum En-
de des Versuches hat eine etwa 80%ige Relaxation stattgefunden. Die beiden Kriechge-
setze aus Kap. 2.3.4 unterschätzen beide die hohe Relaxation zu Beginn des Versuches.
Sie können aber den prinzipiellen Verlauf, also den starken Spannungsabfall zu Beginn,
beschreiben. Dabei zeigt εkräq,Zeit eine bessere Übereinstimmung (mit einer Spannungsre-
laxation von 75% nach 30min) als εkräq,Dehn (mit 65% relaxierter Spannung nach 30min).
Aus diesem Grund wird zur Modellierung des Hochtemperatur-Kriechverhaltens von
Al2O3–C im Folgenden die Zeitverfestigungstheorie verwendet.
Dabei muss beachtet werden, dass das vorgestellte Kriechgesetz nur als phänomenolo-
gische bzw. mathematische Beschreibung des Kriechverhaltens des Al2O3–C verwendet
wird. Eine physikalische Interpretation von n ≈ 1 ist im Anhang A.2 zu finden.
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5.1.2 Beschreibung des makroskopischen Kriechverhaltens
Das angepasste und validierte Kriechgesetz des kompakten Al2O3–C aus dem vorher-
gehenden Kapitel (Zeitverfestigungstheorie) wird nun dafür verwendet, das makrosko-
pische Kriechverhalten von realen Schäumen zu untersuchen. Für eine Validierung des
Schaumkriechverhaltens wurden am Institut für Werkstofftechnik der TU Bergaka-
demie Freiberg einachsige Kriechversuche an drei realen Al2O3–C-Schaumproben bei
einer Temperatur von T = 1350 ◦C durchgeführt. Die resultierenden Kurven sind in
Abb. 5.2 dargestellt. Eine Beschreibung des Versuchsablaufes ist im experimentellen
Teil von Settgast et al. [91] zu finden.
Abb. 5.2: Experimentelle und numerische Schaumkriechkurven bei T = 1350 ◦C und σ¯kr = −0.1MPa.
Bei allen drei Schaumexperimenten ist ein ausgeprägter Bereich mit primärem Krie-
chen erkennbar. Weiterhin beträgt die resultierende Kriechdehnung nach 90min bei
allen Versuchen etwa 0.25%. Dabei ist der Kriechdehnungsverlauf der Probe mit der
Bezeichnung „ExpProbe2“ verschieden von denen der anderen beiden Proben: Zu Be-
ginn ist bei dieser Probe die Kriechdehnrate vergleichsweise hoch, aber nach etwa
15min sinkt sie rasch ab und zum Ende der Versuchszeit ist die Kriechdehnung sogar
geringer als die der anderen beiden Proben (vermutlich durch das Erreichen der sekun-
dären Kriechphase einzelner stark belasteter Stege). Dies kann darin begründet sein,
dass die Schaumproben manuell hergestellt werden und somit eine Schwankung in der
Materialporosität und -verteilung vorliegt.
Zur Berücksichtigung der individuellen Schaumstruktur wurden alle drei Proben mit-
tels CT gescannt und für jede Struktur ein FE-Netz nach dem Verfahren aus Kap. 3.1
erstellt. Es können nun numerische Kriechversuche mithilfe dieser FE-Netze und des
Kriechgesetzes des kompakten Al2O3–C durchgeführt werden. Dies ist aber nicht not-
wendig. Untersuchungen ergaben, wie in Settgast et al. [92] vorgestellt, dass bei
Berücksichtigung von kleinen Deformationen das makroskopische Kriechdehnverhalten
des Schaumes durch ein Kriechgesetz mit der gleichen Struktur wie vom Kompaktma-







Dabei ist sogar n¯ = n und m¯ = m. Nur B¯ muss für jede Struktur neu bestimmt werden.
Die Anwendung der Theorie von kleinen Deformationen ist gerechtfertigt, da am Ende
der Versuchszeit nur eine Kriechdehnung von weniger als 1% vorhanden ist. Aufgrund
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des ermittelten Spannungsexponenten von n ≈ 1 ergibt sich folgender Zusammenhang
für die relative Strukturkriechbeständigkeit B¯/B und relative Struktursteifigkeit E¯/E
B¯/B ≈ E¯/E, (5.2)
worauf ausführlich in Kap. 5.1.3 eingegangen wird. Basierend auf dem geringeren nu-
merischen Aufwand erfolgt die Ermittlung über die relative Steifigkeit. Die relativen
Strukturkriechbeständigkeiten und sich ergebenden numerischen Kriechkurven sind für
alle drei FE-Schäume in Abb. 5.2 dargestellt.
Die numerischen Kriechkurven der Proben „1“ und „3“ zeigen für den gesamten Zeit-
raum eine sehr gute Übereinstimmung mit denen aus den Experimenten. Nur für die
Probe „2“ treten zunehmende Abweichungen auf. Das anfängliche Kriechverhalten kann
sehr gut wiedergegeben werden, aber nach 10min wird der Verlauf überschätzt. Die
Abweichung kann auf die oben angesprochene ungleichmäßige Verteilung und Porosität
des Materials aufgrund des manuellen Herstellungsprozesses zurückzuführen sein. Mit
einer Erweiterung des Kriechmodells und der Berücksichtigung der stationären Kriech-
rate wäre es möglich, dieses Verhalten besser zu beschreiben. Da dies jedoch nur bei
einer von drei getesteten Proben der Fall ist, wird im Rahmen dieser Arbeit darauf
nicht näher eingegangen.
5.1.3 Diskussion und Anwendungsmöglichkeiten der Hoffschen
Analogie
Für den Spannungsexponent aus dem verwendeten Kriechgesetz ergibt sich n ≈ 1, siehe
Kap. 5.1.1. Das bedeutet, dass ein nahezu linearer Zusammenhang zwischen der Span-
nung und der Kriechdehnung (Gl. 2.39) bzw. der Kriechdehnrate (Gl. 2.36) vorliegt. Die
Verknüpfung zwischen Spannung und Dehnung ist somit ähnlich derer, welche für die
elastische Dehnung verwendet wird (lineare Elastizität). Diese Analogie wurde bereits
für sekundäres Kriechen in Hoff [41] beschrieben. Alfrey [3] untersuchte dies schon
vorher für Viskoelastizität. Im Weiteren wird nun auf zwei Anwendungsmöglichkeiten
dieser Theorie eingegangen.
Die relative Struktursteifigkeit und Strukturkriechbeständigkeit hängen in gleicher Ten-
denz von den Strukturparametern ab. Bei einer beispielsweisen Erhöhung der relativen
Dichte werden die Stege dicker, wodurch die Schaumstruktur steifer wird. Durch den
erhöhten Querschnitt verringern sich aber auch die mikroskopischen Spannungen, was
die mikroskopischen Kriechdehnungen herabsenkt und wiederum eine höhere Struk-
turkriechbeständigkeit zur Folge hat. Für n → 1 geht auch B¯/B → E¯/E für lineare
Elastizität und dem Kriechgesetz nach Gl. (2.36), wie in Abb. 5.3 für den Einfluss der
relativen Dichte dargestellt. Dies bedeutet, dass für eine gegebene Struktur nur eine
numerische Simulation zur Bestimmung ihrer Steifigkeit notwendig ist und damit auch
das Kriechverhalten beschrieben werden kann (bei bekannten n und m). Die Bestim-
mung der Struktursteifigkeit hat einen viel geringeren numerischen Aufwand als die
Simulation eines Kriechversuches und die anschließende Ermittlung von B¯.
Weiterhin ist es durch n = 1 auch möglich das Kriechverhalten unter multiaxialer Be-
lastung auf Grundlage von sechs linear unabhängigen Belastungszuständen (in 3D) zu
beschreiben, wie es auch für die Elastizität (siehe Kap. 2.4) möglich ist. Dies bedeutet,
durch die Kenntnis des Kriechverhaltens der Grundbelastungszustände können alle Li-
nearkombinationen aus diesen ohne weitere Simulation berechnet werden. Beispielhaft
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Abb. 5.3: Struktursteifigkeit E¯/E und Strukturkriechbeständigkeit B¯/B in Abhängigkeit von der
relativen Dichte  für zwei verschiedene Spannungsexponenten n aus Gl. (2.36) für den virtuellen
Schaum aus Kap. 5.1.4.
ist die Linearkombination für die Überlagerung der einachsigen Druckbelastung in x-
und der in y-Richtung in Abb. 5.4 für zwei verschiedene n dargestellt. Nur bei einem
Spannungsexponent von n = 1 liegen die simulierte und die berechnete (überlagerte)
Kriechkurve aufeinander. Mit steigendem n wird die Abweichung größer.
Abb. 5.4: Überlagerung von Grundbelastungszuständen mit den Spannungsexponenten n = 1 (links)
und n = 2 (rechts) im Kriechgesetz aus Gl. (2.36) für einen virtuellen Schaum aus Kap. 5.1.4.
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5.1.4 Anpassung der virtuellen Schäume an reale Schaumproben
auf Grundlage der elastischen Steifigkeit
Die FE-Netze werden basierend auf der virtuell erzeugten Struktur von Abendroth
et al. [2] aus Kap. 3.2 entwickelt, da, wie in Kap. 3.1 beschrieben, die Erstellung der FE-
Netze auf Grundlage von CT-Messungen realer Filterstrukturen sehr aufwendig ist und
durch den Herstellungsprozess sehr stark in ihren Eigenschaften (mechanisch, Struk-
turparameter etc.) schwanken. Hierfür wird eine periodische Packung von 216 Kugeln
(63) verwendet.
Bei einem Vergleich der relativen Struktursteifigkeit zeigt sich, dass die virtuell erzeug-
ten Strukturen aus Abendroth et al. [2] steifer im Vergleich zu den sechs verschie-
denen realen Strukturen sind, wie es in Abb. 5.5 zu sehen ist. Die Struktursteifigkeit
wurde für beide Strukturarten auf Grundlage von numerischen Simulationen bestimmt.
Außerdem weisen die Werte der realen Proben eine relativ hohe Streuung auf.
Abb. 5.5: Vergleich der Schaumsteifigkeiten der virtuellen Schäume nach Abendroth et al. [2]
(pP = 0, Λ = 1, k = 1) und der realen Schäume (vernetzt nach Kap. 3.1).
Für weitere realitätsnahe Untersuchungen von größeren Filterstrukturen, welche basie-
rend auf den Abendrothschen Schäumen erzeugt werden, ist es somit erforderlich, die
Eigenschaften dieser Strukturen denen von echten Schäumen anzupassen. Die Anpas-
sung erfolgt hierbei über die in Kap. 3.2 vorgestellten stochastischen Schaumparameter
(einachsige Streckung Λ und Stegform beeinflusst durch k). Als Vergleich wird hierbei
die relative Schaumsteifigkeit genutzt, aber die Ergebnisse sind durch die in Kap. 5.1.3
diskutierte Analogie auch auf die relative Kriechbeständigkeit anwendbar.
Zuerst soll die Auswirkung der Porenstreckung Λ (und somit der Streckung der Struk-
tur) in eine Richtung untersucht werden. Die realen Proben weisen eine Streckung von
Λ⊥ = 1.26 senkrecht zur Belastungsrichtung auf. Zusätzlich wird auch eine Streckung
parallel Λ‖ zur Belastungsrichtung berücksichtigt.
Durch die parallele Streckung werden die Stege vermehrt durch Zug und weniger durch
Biegung beansprucht, dies erhöht die Struktursteifigkeit, wie es in Abb. 5.6(a) zu sehen
ist. Im Gegensatz dazu verringert eine Streckung der Poren in senkrechter Richtung
die relative Steifigkeit. Dies ist dadurch begründet, dass höhere Biegemomente an den
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Stegen auftreten. Der grundlegende Einfluss der Streckung (Erhöhung der Struktur-
steifigkeit bei paralleler Streckung und Verminderung bei senkrechter Streckung) ist
der gleiche, wie er bereits von Storm et al. [102] für eine Kelvin-Zelle beschrieben
wird.
(a) Auswirkung der relativen Dichte 
(b) Vorfaktor a von Gl. (3.4)
(c) Exponent e von Gl. (3.4)
Abb. 5.6: Einfluss des Streckungsfaktors Λ auf die Schaumsteifigkeit (pP = 0, k = 1).
Die uniaxiale Streckung hat aber auch einen hohen Einfluss auf den Exponenten der
E¯/E ()-Funktion aus Gl. (3.4). e erhöht sich für eine Erhöhung der Streckung in senk-
rechter Richtung und sinkt bei einer parallelen Streckung ab. Dies bedeutet, dass z. B.
mit zunehmender Streckung senkrecht zur Belastungsrichtung der Einfluss der relati-
ven Dichte größer wird. Dabei wird der Anstieg bzw. Abfall des Einflusses zunehmend
geringer für senkrechte bzw. parallele Streckung, siehe Abb. 5.6(c). Die Vorfaktoren a
haben allerdings eine entgegengesetzte Tendenz, wie es in Abb. 5.6(b) zu sehen ist.
Als weiterer Parameter ist die Anpassung der Stegform (dünnere bzw. dickere Bereiche
an den Stegmitten oder Stegverbindungen) durch die Einstellung von k möglich. k
wird für den ungestreckten Schaum verändert. Mit zunehmendem k nimmt die Quer-
schnittsfläche in der Mitte der Stege ab und die lokalen Spannungen erhöhen sich.
Daraus resultiert eine geringere makroskopische Steifigkeit. Die prinzipielle Tendenz
ist in Abb. 5.7(a) für drei verschiedene k zu sehen.
Eine Erhöhung der Struktursteifigkeit durch eine Reduzierung von k ist aber begrenzt.
Im Bereich der Stegmitten ist zwar mehr Material vorhanden, aber wenn sich zu wenig
Material an den Stegverbindungen befindet, wird die Struktur wieder nachgiebiger.
Die Struktursteifigkeit hat für diese Schaumstruktur ihr Maximum bei k = 0.8, siehe
Abb. 5.7(b).
Wie außerdem in Abb. 5.7(a) zu sehen ist, hat dieser Strukturparameter nur einen sehr
geringen Einfluss auf die Abhängigkeit der Struktursteifigkeit von der relativen Dichte,
denn es verbleibt bei einem e ≈ 2.
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(a) Auswirkung der relativen Dichte . (b) Vorfaktor a von Gl. (3.4).
Abb. 5.7: Einfluss des Verjüngungsparameters k auf die Schaumsteifigkeit (pP = 0, Λ = 1).
Eine gleichzeitige Anwendung der Porenstreckung in eine der beiden senkrechten Rich-
tungen von Λ⊥ = 1.26 und eine Erhöhung des Wertes des Stegformparameters auf
k = 1.1 (gute optische Übereinstimmung der Stegform von virtuellen und realen Schäu-
men) zeigt eine gute Übereinstimmung der Struktursteifigkeits-Schaumdichte-Kurve
mit den Experimenten, siehe Abb. 5.8. Die Kurve für die modifizierte virtuelle Schaum-
struktur liegt nahezu im Streubereich der Werte der Steifigkeiten der realen Schaum-
proben.
Abb. 5.8: Vergleich der Schaumsteifigkeiten der angepassten virtuellen Schaumstruktur (pP = 0,
Λ = 1.26, k = 1.1) und der realen Schäume (vernetzt nach Kap. 3.1).
Die virtuell erzeugte Struktur aus Kap. 3.2 stimmt nach Anpassung der uniaxialen
Porenstreckung und der Stegform nahezu in ihrer relativen Steifigkeit mit der von realen
Schaumproben überein. Durch die in Kap. 5.1.3 diskutierte Analogie können somit
auch realitätsnahe Kriechversuche berechnet werden. Für die in Abb. 5.8 verwendeten
FE-Rechnungen für  ∈ {10, 15, 20, 25, 35}% ergeben sich die Kriechkurven für eine
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einachsige Druckbelastung von σ¯kr = 0.1MPa aus Abb. 5.9(a) und für  = 20% für
verschiedene Belastungen aus Abb. 5.9(b).
(a) Auswirkung der relativen Dichte 
(σ¯kr = −0.1MPa).
(b) Einfluss der Druckspannung σ¯kr ( = 20%).
Abb. 5.9: Einachsige Kriechdehnung vom angepassten virtuellen Schaum (pP = 0, k = 1.1, Λ⊥ = 1.26)
für unterschiedliche relative Dichten  und einachsige Druckbelastungen σ¯kr.
Durch die Anpassung der virtuell erzeugten Strukturen an reale Schaumstrukturen ist
es nun möglich größere Filterstrukturen zu analysieren, wie es im Rahmen des SFB 920
angedacht ist. Für kleine Deformationen kann die makroskopische Beschreibung des
Kriechverhaltens eines RVEs über eine empirische Formel (makroskopisches Kriechge-
setz, siehe Gl. (5.1)) erfolgen. Für ein gegebenes RVE ist also nur eine Bestimmung der
makroskopischen Kriechbeständigkeit notwendig (bei Kenntnis des mikroskopischen
Kriechverhaltens), um anschließend das Kriechverhalten für verschiedene Belastungen
analysieren zu können. Für weitergehende Betrachtungen ist aber eine Untersuchung
der Festigkeiten für ein RVE auf Basis einer solchen Struktur notwendig, wie es bereits
in Abendroth et al. [2] für verschiedene Werte von  und k vorgestellt wird.
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5.2 Beschreibung des makroskopisch elastisch-
plastischen Verhaltens bei proportionaler Belastung
Das Ziel dieses Kapitels ist es, das makroskopisch elastisch-plastische Verhalten von
Schaumstrukturen zu modellieren. Es werden unter der Annahme von isothermen Pro-
zessen nur kleine Deformationen und proportionale Verzerrungs-Lastpfade in 2D un-
tersucht. Die makroskopischen Verzerrungen sind somit über
ε¯ij = λε¯∗ij (5.3)
proportional zum elastischen Grenzverzerrungszustand ε¯∗ij, mit dem Proportionalitäts-
faktor λ.
In Kap. 5.2.1 werden zwei makroskopische Materialmodelle vorgestellt und diese in
Kap. 5.2.2 beispielhaft angewendet. Um Schädigung auf der Mikroskala berücksich-
tigen zu können, erfolgt anschließend die Erweiterung eines der Materialmodelle in
Kap. 5.2.3.
5.2.1 Entwickelte homogenisierte Materialgesetze auf Grundlage
von neuronalen Netzen
Das elastische Verhalten kann, basierend auf der Arbeit von Storm et al. [104],
durch den makroskopischen Steifigkeitstensor C¯ijkl beschrieben werden. Um die in
Kap. 1.2 aufgeführten Herausforderungen bei auftretenden plastischen Deformatio-
nen (wie nicht-assoziiertes Fließen, vgl. Anhang A.4.2, und kombiniertes Verfestigungs-
verhalten auf der Makroskala) mithilfe eines Materialmodells berücksichtigen zu kön-
nen, werden im Rahmen dieser Arbeit neuronale Netze verwendet. Außerdem wird
somit eine Anpassungsfähigkeit der Materialmodelle an die verschiedenen Materialein-
flüsse (wie in Kap. 2.1 beschrieben) gewährleistet.
Für jede Struktur mit dem jeweiligen verwendeten elastisch-plastischen Material wer-
den FE-Simulationen mit streng monoton steigendem λ mithilfe von Abaqus durch-
geführt. Danach erfolgt die Ermittlung der makroskopischen Spannungs-Dehnungs-
Kurven für die einzelnen Lastfälle. Dieses Vorgehen ist beispielhaft für eine uniaxiale
Zugbelastung im Anhang A.4.1 zu finden.
Verzerrungsgesteuertes Modell
Bei ausschließlicher Berücksichtigung von monoton steigenden proportionalen Belas-
tungen, vgl. Gl. (5.3), sind die makroskopischen Spannungen σ¯ij eindeutige Funktionen
von den makroskopischen Verzerrungen ε¯ij. Diese Funktionen können beim Auftreten
von plastischen Verzerrungen auf der Mikroskala sehr kompliziert werden. Es gibt be-
reits den Ansatz, die beiden Größen σ¯ij und ε¯ij durch ein neuronales Netz zu verknüp-
fen, wie er von Javadi u. Rezania [44] angewandt wurde. Dies bedeutet, dass die ein-
deutigen Funktionen σ¯ij (ε¯ij) mithilfe eines nichtlinearen Cauchy-Elastizitätsmodells
interpretiert werden. Für das homogenisierte Materialgesetz im Rahmen dieser Ar-
beit wird aufgrund der exakten Beschreibungsmöglichkeit von σ¯ij durch C¯ijkl für rein
elastische Deformationen dieser Zusammenhang verwendet und der Übergangsbereich
geglättet. Dies stellt eine Erweiterung des Ansatzes von Javadi u. Rezania [44] dar.
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σ¯ij wird beschrieben durch
σ¯NNij =

C¯ijklε¯kl für λ < λ1
(1− Ξ)Cijklε¯kl + ΞNNσ¯ijij (ε¯kl) für λ1 ≤ λ ≤ λ2
NNσ¯ijij (ε¯kl) für λ > λ2
, (5.4)
mit dem Übergangsparameter
Ξ = λ− λ1
λ2 − λ1 (5.5)
zwischen rein elastischen (λ < 1) und plastischen Deformationen (λ ≥ 1). Der Über-
gangsbereich ist hierbei zwingend nötig, da sonst Sprünge zwischen der ersten und
letzten Zeile in Gl. (5.4) aufgrund von Interpolationsabweichungen beim Training des
NN auftreten können. Es muss also λ1 < λ2 gelten. Der Parameter λ2 ist so zu wählen,
dass er unterhalb der elastischen Grenzverzerrung liegt oder dieser entspricht (λ2 ≤ 1),
da die makroskopischen Spannungen bei mikroskopisch plastischen Deformationen aus-
schließlich durch das neuronale Netz NNσ¯ijij (ε¯kl) abgebildet werden.
Nach den FE-Simulationen einer gegebenen Struktur mit einem bekannten mikrosko-
pischen Material werden die makroskopischen Spannungs-Dehnungs-Kurven extrahiert.
Darauf aufbauend kann das neuronale Netz NNσ¯ijij (ε¯kl) dieses homogenisierten Mate-
rialmodells direkt trainiert werden. Aufgrund der sehr einfachen Darstellungsform wird
dieses Materialgesetz im Folgenden mit “kompakt“ bezeichnet.










zum Lastzeitpunkt t benötigt, vgl. Ottosen u. Ristinmaa [72, Kap. 17]. Für das






C¯ijkl für λ < λ1













für λ > λ2
. (5.7)
Hierbei ist ∂NNσ¯ijij /∂ε¯kl die partielle Ableitung der Ausgangsgrößen nach den Ein-
gangsgrößen vom neuronalen Netz. Diese Ableitung wird bereits durch die verwendete
Bibliothek ffnet bereitgestellt. Sie sollte möglichst glatt sein, um Konvergenzprobleme
während der numerischen Simulation zu verringern5. Kleine Beträge von WNN führen
zu glatten Ableitungen. Aus diesem Grund werden die Beträge der Gewichte WNN
während des Trainings des kompakten Materialgesetzes mit berücksichtigt. Die Fehler-


















5 Starke Schwankungen von J¯ijkl führen zu Sprüngen bei der Ermittlung der neuen Größen während
der numerischen Simulation und diese wiederum zu einem schlechten Konvergenzverhalten.
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Der Gewichtungsfaktor η sollte im Bereich 0 < η  1 liegen und kontrolliert den
Einfluss der Beträge von WNN auf die Fehlerfunktion.
Während der Anwendung des kompakten Materialgesetzes muss entschieden werden,
in welchem Fall von Gl. (5.4) sich die Belastung befindet, damit die entsprechenden,
makroskopischen Spannungen ermittelt werden können. Dafür wird die Anfangsfließ-
fläche benötigt, da für sie λ = 1 gilt. Im Rahmen dieser Arbeit erfolgt für diese eine
Berücksichtigung mithilfe eines neuronalen Netzes in Form von∥∥∥ε¯∗ij∥∥∥ = NN‖ε¯∗ij‖(...). (5.9)
Dabei ist
∥∥∥ε¯∗ij∥∥∥ die Frobenius-Norm der makroskopischen Verzerrungen zu Beginn von
plastischen Deformationen auf der Mikroskala, welche von der Lastrichtung abhängt.
Bei ausschließlicher Betrachtung von Belastungen bei denen die Hauptrichtungen pa-
rallel zu den Stegen (ε¯12 = 0) sind, reicht die Berücksichtigung des Mehrachsigkeits-
parameters ϕ zwischen der Belastungsrichtung und der horizontalen Achse des RVEs
aus. Eine Veranschaulichung dieses Winkels ist in Abb. 5.10(a) aus Kap. 5.2.2 zu fin-
den. Gl. (5.9) kann für die Anfangsfließflächen beider mikroskopischer Materialien aus
Kap. 2.3.2 verwendet werden. Für die einfache 2D-Struktur aus Abb. 3.17 ist dies in
Abb. 5.10 erkennbar.
Obwohl die FE-Lösung, welche die Trainingsdatenmenge für das neuronale Netz der
Anfangsfließfläche darstellt, konvex ist, mussNNλ=1(ϕ) nicht zwangsläufig konvex sein.
Dies ist bereits in Abb. 5.10 erkennbar. Es treten Interpolationsschwankungen auf. Um
möglichst eine konvexe Kurve zu erreichen, müsste die Trainingsfunktion aus Gl. (2.72)
um entsprechende Terme erweitert werden. Da die Anfangsfließfläche aber nur zur
Entscheidung des Falles in Gl. (5.4) verwendet wird und keine weiteren Berechnungen
damit stattfinden, wird dieser Ansatz nicht weiter verfolgt.
Es muss beachtet werden, dass in dieser Form des kompakten Materialmodells nur
monotone, proportionale Belastungspfade berücksichtigt werden können. Für den rea-
len Anwendungsfall während des Gießprozesses mit der einmaligen Verwendung der
Keramikschaumfilter ist dies ausreichend. Bei Entlastungen nach plastischen Defor-
mationen auf der Mikroskala liefert es das gleiche Ergebnis wie bei der Belastung
und nicht die wahre elastisch-plastische Antwort. Bleibende Deformationen können
somit aufgrund der Interpretation als Cauchy-Elastizität auf der Makroskala nicht
berücksichtigt werden. Für die Abbildung von elastischen Teilentlastungen wäre ein
komplexeres neuronales Netz nötig mit mehr Eingangsvariablen für die Lastgeschichte
und ein Training mit nicht-proportionalen Lastpfaden, wie es bereits von Ghaboussi
u. Sidarta [26], Jung u. Ghaboussi [48] und Wu [116] untersucht wurde. Der
numerische Aufwand zur Generierung der Trainingsdaten mithilfe von Abaqus und die
Komplexität der Struktur des NN steigt damit aber sehr stark an. Aus diesem Grund
erfolgt die Beschreibung eines zweiten homogenisierten Materialgesetzes, welches die
Schwächen des kompakten Materialmodells nicht mehr oder nur noch sehr gering be-
sitzt.
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Hybrides Modell
Der zweite Ansatz zur Beschreibung des elastisch-plastischen Verhaltens von Schaum-
strukturen auf der Makroskala orientiert sich an der herkömmlichen Materialmodellie-
rung, wie in Kap. 2.3.1 und Kap. 2.3.2 vorgestellt. Um die Einflüsse der Schaumstruk-
tur und des Materialverhaltens auf das makroskopische Verhalten berücksichtigen zu
können, werden aber anpassungsfähige Terme verwendet.
Wie üblich wird ein ratenunabhängiger Ansatz gewählt. Außerdem erfolgt die addi-
tive Zerlegung der makroskopischen Gesamtverzerrungen ε¯ij in elastische Verzerrun-
gen ε¯elij und plastische Verzerrungen ε¯
pl
ij . Drittens werden auch die makroskopischen
Spannungen durch das Hookesche Gesetz
















Somit muss eine Entwicklungsgleichung für die makroskopisch plastischen Verzerrun-
gen ε¯plkl gefunden werden. Der klassische Weg, wie in Kap. 2.3.2 beschrieben, führt dabei
über eine Fließfunktion Φ¯. Für Zustände σ¯ij auf der Makroskala soll dabei dann die
Fließbedingung Φ¯ = 0 erfüllt sein, wenn an mindestens einem Punkt auf der Mikroskala
plastisches Fließen stattfindet und nicht, wie es beispielsweise Florence u. Sab [21]
und Leblond et al. [58] nutzen, wenn die plastische Grenzlast auf der Makroskala er-
reicht ist. Bei nicht-assoziiertem Fließen ist zusätzlich die Formulierung des plastischen
Potentials Ψ¯ bzw. die Beschreibung der Fließrichtung n¯plij nötig. Für Φ¯ und n¯
pl
ij werden
hierbei anpassungsfähige Formulierungen basierend auf neuronalen Netzen gewählt.
Die makroskopische Fließfunktion habe die prinzipielle Struktur
Φ¯NN = σ¯Maß −NNσ¯Maß(...). (5.12)
Die Form der Fließfunktion ist durch diese Formulierung nicht im Vorhinein festgelegt,
sondern passt sich durch die Verwendung des neuronalen Netzes der vorhandenen, zu
approximierenden Fließfläche an. Dies stellt eine Verallgemeinerung der Arbeit von Fu-
rukawa u. Hoffman [23] dar, bei der zwei Verfestigungsparameter (einer für isotrope
und einer für kinematische Verfestigung) durch neuronale Netze beschrieben werden.
Es muss darauf geachtet werden, dass die Wahl der Spannungsnorm σ¯Maß und der Ein-
gangsparameter für das verwendete NNσ¯Maß(...) so erfolgt, dass die Zusammenhänge
des gegebenen Problems ausreichend genau wiedergegeben werden. Durch die Diver-
sität der Materialmodelle in der Literatur gibt es hierfür verschiedene Möglichkeiten.
Am Beispiel der von Mises-Plastizität aus Gl. (2.26) ist die naheliegende Wahl:
σ¯Maß = q und NNq(...) = σY. (5.13)
Der Ausgabewert für NNq(...) wäre für ideal-plastisches Material immer konstant, also
unabhängig von den Eingangsparametern. Für eine Abbildung von Verfestigung (also
einer Zunahme von σY in Abhängigkeit von εpläq) empfiehlt sich die Verwendung der
plastischen Vergleichsdehnung εpläq als Eingangsparameter.
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Bei der Wahl von σ¯Maß und NNσ¯Maß(...) ist darauf zu achten, welche Aussagen aus den
realen oder numerischen Experimenten gewonnen werden können. Im Rahmen dieser
Arbeit stellen die makroskopischen Spannungs-Dehnungs-Kurven bei proportionaler
Belastung von numerischen Simulationen an RVEs mit periodischen Randbedingungen
die Datengrundlage dar. Somit kann nur eine exakte Aussage für Φ¯ bei stattfindenden
plastischen Deformationen auf der Mikroskala getroffen werden, vgl. Abb. A.8 im An-
hang A.4.1. Wenn plastisches Fließen auf der Mikroskala stattfindet, gilt für Gl. (5.12)
definitionsgemäß
Φ¯ = 0 (5.14)
und somit
NNσ¯Maß(...) = σ¯Maß. (5.15)
Dies ist eine weitere Herausforderung bei der Formulierung der Parameter für Gl. (5.12).
Bei eingehender Betrachtung der Anfangsfließfläche von verschiedenen Plastizitätsmo-
dellen aus der Literatur, vgl. Anhang A.5, und der Ergebnisse für die verwendete Struk-
tur aus Kap. 3.4, siehe Abb. 5.10, hat sich
σ¯Maß =
√
σ¯ijσ¯ij = ‖σ¯ij‖ (5.16)







Es wäre auch prinzipiell eine Abhängigkeit von ϕ anstatt von I¯1 wie bei Gl. (5.9)
verwendbar. Aber aus Gründen der besseren Lesbarkeit und Vergleichbarkeit zu beste-
henden Materialmodellen aus der Literatur, wie von Mises und Drucker-Prager,
wird I¯1 verwendet.
Da aber auch Folgefließflächen zu berücksichtigen sind, wird als weiterer Parameter die


















und bei Berücksichtigung von proportionalen Belastungspfaden ist somit eine Abbil-
dung von isotroper (durch die Verwendung von ε¯pläq als Eingangsparameter) und forma-
tiver Verfestigung (durch den veränderlichen Einfluss von I¯1 bei veränderlichem ε¯pläq)
möglich. Ideal-plastisches Verhalten auf der Mikroskala führt im Allgemeinen zu einer
kinematischen Verfestigung auf der Makroskala. Diese kann aber durch die Verwen-
dung der monoton steigenden Belastungspfade nicht von isotroper und formativer Ver-
festigung unterschieden werden. Eine ausführlichere Darstellung und Diskussion hierzu
findet am Ende von Kap. 5.2.2 anhand von Abb. 5.16 statt.
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Es wird der Einfluss von weiteren Parametern offen gelassen, da z. B. das anisotrope
Verhalten der verwendeten Strukturen aus Kap. 3.4 mit berücksichtigt werden muss.











mit der Norm der plastischen Schubdehnung
∣∣∣ε¯pl12∣∣∣ für den Einfluss der Anisotropie, für
die Fließfunktionen der Schaumstrukturen aus Kap. 3.4, mit den beiden Materialien
auf der Mikroskala aus Kap. 2.3.2, verwendet.
































bei plastischen Deformationen von Schaumstrukturen vorliegt, wird eine Formulierung
für die Fließrichtung n¯plij benötigt. Wie bereits für die Ermittlung der makroskopischen
Fließfunktion, geschieht die Bestimmung von n¯plij über die Teile der makroskopischen
Spannungs-Dehnungs-Kurven mit monoton steigender Belastung für die plastisches
Fließen auf der Mikroskala stattfindet. Die normierte Änderung der makroskopischen
plastischen Verzerrungen ergibt dann die normierte Fließrichtung auf der Makroska-
la ¯˘nplij . Diese wird wieder durch ein neuronales Netz repräsentiert. Dabei werden die
gleichen Eingangsparameter wie beim NN für Φ¯NN gewählt, damit der Sonderfall des








∣∣∣ε¯pl12∣∣∣) = ¯˘nplij . (5.23)
Eine Berücksichtigung des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik und somit eine
Sicherstellung von ˙¯D ≥ 0 findet nicht explizit statt. Die RVE-Simulationen, welche
die Trainingsdaten für die neuronalen Netze darstellen, erfüllen ˙¯D ≥ 0, da D˙ ≥ 0 für
die verwendeten Materialmodelle auf der Mikroskala gilt, vgl. Gl. (2.54) in Kap. 2.4.
Es ist deshalb nötig, die thermodynamische Konsistenz durch die Beobachtung von ˙¯D
während der Anwendung des homogenisierten Materialmodells zu überprüfen. Mit der
Definition von Θ aus Gl. (5.11) berechnet sich D˙ für das hybride Materialmodell nach
˙¯Dhybrid = σ¯ij ˙¯εplij . (5.24)
Falls eine negative Änderung der Dissipation erreicht wird, so liegt dies an der schlech-
ten Approximation von ¯˘nplij durch das neuronale Netz für ˙¯ε
pl
ij in Gl. (5.22).
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Auch für dieses Materialmodell muss die Materialtangente für das Simulationstool
Abaqus bereitgestellt werden. Dies erfolgt hierbei über numerische Differentiation mit-
hilfe eines gestörten Verzerrungszustandes. Es muss dabei der Betrag der Störung der
makroskopischen Verzerrung beachtet werden, wie es bereits in Pérez-Foguet et al.
[75] diskutiert wurde.
5.2.2 Anwendbarkeit der beiden homogenisierten Materialmodelle
Im Folgenden soll die Anwendbarkeit der beiden in Kap. 5.2.1 vorgestellten homo-
genisierten Materialmodelle gezeigt und diskutiert werden. Ein kurzer Vergleich der
benötigten Daten aus FE-Simulationen, der Angabe, wofür neuronale Netze genutzt
werden, und das Verhalten bei Entlastung für die beiden vorgestellten homogenisierten
Materialmodelle ist in Tab. 5.1 zu finden.
Tab. 5.1: Vergleich der beiden vorgestellten homogenisierten Materialmodelle.
“kompakt“ “hybrid“
Daten σ¯(ε¯) von RVE FE-Simulationen
aus FE-Rechnung mit periodischen Randbedingungen
berücksichtigte proportionale Lastpfade ε¯ij = λ ε¯∗ij
Lastpfade mit streng monoton steigendem λ
NN für σ¯ bei pl. Deformation NNσ¯ijij Fließfunktion NN
√
σ¯ij σ¯ij
und Anfangsfließfläche NN‖ε¯∗ij‖ und -richtung NN
¯˘nplij
ij
Verhalten bei prop. reversibel irreversibel:
Teilentlastung (wie bei Belastung) bleibende Verzerrungen
Als Schaumstruktur wird hierbei die einfache 2D-Struktur aus Abb. 3.17 in Kap. 3.4
verwendet. Als Materialien auf der Mikroskala seien die beiden vorgestellten Plasti-
zitätsmodelle aus Kap. 2.3.2 gegeben. Die Querkontraktionszahl betrage für die Be-
trachtungen ν = 0.14. Zusätzlich werden nur Belastungen bei denen die Hauptrich-
tungen parallel zu den Stegen sind (ε¯12 = 0) berücksichtigt. Die Simulationen der
RVE-Rechnungen zur Erzeugung der zu approximierenden proportionalen Lastfälle
werden mithilfe von Abaqus unter Verwendung von periodischen Randbedingungen
durchgeführt.
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Anfangsfließfläche
Für das kompakte Materialmodell wird eine Repräsentation der Anfangsfließfläche be-
nötigt, um entscheiden zu können, ob eine Belastung im elastischen, im Übergangs- oder
im plastischen Bereich vorliegt. Für das Training des neuronalen Netzes NN‖ε¯∗ij‖(ϕ)
aus Gl. (5.9) wird eine Datenmenge mit der Mächtigkeit |ΩD| = 73 und eine Evaluie-
rungsdatenmenge mit |ΩE| = 11% |ΩD| verwendet. Die Eingabevariable sei hierbei der







wie er in Abb. 5.10(a) veranschaulicht wird. Zur Erzeugung der Anfangsfließflächen
werden Schritte von Δϕ = 5◦ vorgegeben. Die sich ergebenden Anfangsfließflächen
sind in Abb. 5.10 gemeinsam mit den NN-Repräsentationen zu finden.
(a) Mikroskopisches von Mises-
Material, vgl. Gl. (2.26), eine Nahan-
sicht ist in Abb. A.11 im Anhang A.6
zu finden
(b) Mikroskopisches Drucker-Prager-Material, vgl.
Gl. (2.23)
Abb. 5.10: Anfangsfließfläche im normierten makroskopischem Dehnungsraum für zwei verschiede-
ne Fließkriterien auf der Mikroskala mit ihrer Approximation durch ein neuronales Netz (NN) für
NN‖ε¯∗ij‖(ϕ) mit jeweils NNe = 1, NNv = 10 und NNa = 1. Als Schaumstruktur wurde die einfache
2D-Struktur aus Abb. 3.17 verwendet.
Die Symmetrie der Struktur überträgt sich auch auf ihre Anfangsfließfläche. So sind die
Anfangsfließflächen aus Abb. 5.10 symmetrisch zu ϕ = 45◦, da diese Symmetrie auch in
der Struktur enthalten ist. Abb. 5.10(a) hat durch die Zug-Druck-Symmetrie des Ma-
terials noch eine weitere Symmetrie zu ϕ = 135◦. Abb. 5.10(b) zeigt diese Symmetrie
nicht, da bei der Verwendung von einem Drucker-Prager-Material auf der Mikro-
skala keine Zug-Druck-Symmetrie vorhanden ist. Außerdem ist in dieser Abbildung ein
deutlicher Einfluss des Materialparameters β1 auf die makroskopische Anfangsfließflä-
che zu erkennen.
Für alle vier untersuchten Fließflächen liegt der mittlere Fehler des neuronalen Netzes
unter 2%, wie es Tab. 5.2 entnommen werden kann. Dabei ist zu beachten, dass kei-
ne klare Tendenz der Fehlerentwicklung für β1 vorliegt. Dies kann aber auch an der
Gleichverteilung der Schritte von Δϕ = 5◦ liegen, da es hierbei zu einer Konzentration
der Datenpunkte in der Nähe des zweiachsigen Zuges (ϕ = 45◦) kommt.
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Tab. 5.2: Mittlerer prozentualer Fehler der Vorhersagen der Anfangsfließflächen durch das neuronale
Netz NN‖ε¯∗ij‖ für verschiedene Fließkriterien aus Abb. 5.10.
von Mises Drucker-Prager
β1 = 13 tan (20◦) β1 =
1
3 tan (40◦) β1 =
1
3 tan (60◦)
Fehler für ΩT 0.94% 0.81% 0.60% 0.88%
Fehler für ΩE 0.72% 1.45% 1.05% 1.79%
Monoton ansteigende proportionale Belastungen
Die Abbildbarkeit der elastisch-plastischen Deformationen der gegebenen 2D-Schaum-
struktur durch die beiden vorgestellten Materialmodelle soll nun gezeigt werden. Zur
Generierung der Daten für ΩD ∪ ΩV werden 72Lastfälle mit Δϕ = 5◦ verwendet,
siehe Abb. 5.11(a) für verschiedene Lastniveaus. Die sich ergebenden makroskopischen
Spannungen sind in Abb. 5.11(b) dargestellt.
(a) Normalisierter makroskopischer Dehnungs-
raum
(b) Normalisierter makroskopischer Spannungs-
raum
Abb. 5.11: Makroskopische Dehnungen und Spannungen für verschiedene Lastniveaus λ = konst. mit
von Mises-Material, vgl. Gl. (2.26), an der einfachen diskretisierten 2D-Struktur aus Abb. 3.17.
Es ist dabei zu beachten, dass nur die Kurven für λ = 1 den Anfangsfließflächen
entsprechen. Alle anderen Kurven mit λ > 1 sind keine Folgefließflächen. Zum besseren
Verständnis ist ein Lastpfad für ϕ = 0◦ mit in Abb. 5.11 dargestellt und anhand diesem
soll das elastisch-plastische Verhalten dieser Struktur erklärt werden. Die Spannungs-
Dehnungs-Kurve von diesem Lastpfad ist in Abb. 5.12 zu finden.
Bis zu einer Belastung von λ ≈ 2 weicht für diesen speziellen Lastfall die Schaum-
steifigkeit kaum vom elastischen Verhalten ab. Dies basiert darauf, dass nur in einem
relativ kleinen Bereich des RVEs das plastische Fließen stattfindet. Bei einer Zunahme
der Belastung von λ > 2 erfolgt ein erheblicher Einfluss des mikroskopischen Materi-
alverhaltens auf die makroskopischen Spannungen. Der Knick in Abb. 5.12 basiert auf
dem Erreichen des ideal-plastischen Verhaltens vom verwendeten Plastizitätsmodell im
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Abb. 5.12: Makroskopische Spannungs-Dehnungs-Kurve des diskretisierten RVEs während des spezi-
ellen Lastpfades aus Abb. 5.11.
tragenden Stegquerschnitt6. Der Wert von λ, bei dem dieser Knick auftritt, ist dabei
abhängig von der Belastungsrichtung ϕ. Für Belastungen mit makroskopisch zweiach-
sigem Zug (ϕ ∈ {45◦, 225◦}) ist er am größten mit λ ≈ 3 und für Belastungen in
der Nähe von makroskopischen Scherbeanspruchungen (ϕ ∈ {135◦, 315◦}) mit λ ≈ 1.1
am geringsten. Bei letzterer makroskopischer Belastung sind die Stege der einfachen
2D-Struktur überwiegend Biegebeanspruchungen ausgesetzt.
Zur Abbildung dieses elastisch-plastischen Verhaltens mithilfe des kompakten Material-
modells werden die Spannungs-Dehnungs-Kurven in die Datenmengen ΩD und ΩV für
das Training des neuronalen Netzes aus Gl. (5.4) unterteilt. Für |ΩD| = 3781 werden
alle Lastpfade für Δϕ = 10◦ verwendet. Als Grenze für rein elastische Verzerrungen
erfolgt die Wahl λ1 = 0.8 und für das Ende des Übergangsbereiches die Wahl von
λ2 = 1.0 für NNσ¯ij aus Gl. (5.4). Die Anfangsfließfläche sei durch das neuronale Netz
aus Abb. 5.10(a) repräsentiert. Alle resultierenden Lastpfade für ΩD ∪ ΩV und die
Lastniveau-Schnitte für λ ≤ 4 sind in Abb. 5.13 dargestellt.
Die elastisch-plastische Antwort des verwendeten RVEs kann recht gut abgebildet wer-
den. Dies bedeutet, dass die Lastpfade aus ΩD ausreichen, um das gegebene Problem
abzubilden. Es stehen genug Datenpunkte zur Verfügung, damit das neuronale Netz
die vorhandenen Zusammenhänge generalisieren kann. Nur in der Nähe des äußeren
plastischen Bereichs treten vermehrt Schwankungen auf. Dies beruht auf dem Einset-
zen des ideal-plastischen Fließens in weiten Teilen der tragenden RVE-Struktur, wenn
das mikroskopisch plastische Verhalten einen großen Einfluss auf das makroskopische
Verhalten bekommt. Dies wurde im Vorhinein als Knick bezeichnet. Solche schärferen
Übergänge kann das verwendete neuronale Netze nur schlecht abbilden. In diesen Be-
reichen treten Oszillationen auf, welche deutlich in Abb. 5.13(a) erkennbar sind. Eine
Eindämmung dieser Schwankungen ist möglich durch eine weitere Erhöhung des Ge-
wichtungsfaktors η in Gl. (5.8), wodurch aber gleichzeitig das Approximationsverhalten
schlechter wird. Somit muss ein Kompromiss zwischen Einschränkung der Oszillationen
und Approximationsgüte gefunden werden.
6 Bei einer komplexeren Struktur kann der Übergang wesentlich glatter sein, vgl. Abb. A.8 in An-
hang A.4.1.
92 5 Makroskopische Beschreibung des inelastischen Verhaltens von Schäumen
(a) Lastpfade (b) Verschiedene Lastniveaus
Abb. 5.13: Makroskopische Antwort von NNσ¯ij (mit NNe = 3, NNv = 60 und NNa = 3) für die
makroskopischen Lastpfade aus Abb. 5.11.
Bei der Verwendung des hybriden Materialmodells wird nur etwa ein Viertel der erzeug-
ten Lastpfade aus Abb. 5.11 verwendet, da die Symmetrie aufgrund des Eingangspara-
meters I¯1 für die neuronalen Netze genutzt werden kann. Die entsprechenden Lastpfade
für ΩD sind in Abb. 5.14(a) farblich hervorgehoben.
(a) Lastpfade (b) Verschiedene Lastniveaus
Abb. 5.14: Makroskopische Antwort des hybriden Materialmodells mit den neuronalen Netzen für die
Fließfunktion NN
√
σ¯ij σ¯ij (mit NNe = 2, NNv = 30 und NNa = 1) und die Fließrichtung NN
¯˘npl
ij für
die makroskopischen Lastpfade aus Abb. 5.11.
Die Verläufe der makroskopischen Spannungs-Dehnungs-Kurven werden von diesem
homogenisierten Materialmodell etwas besser als vom kompakten Materialmodell ab-
gebildet, denn der mittlere Fehler für ΩD ∪ ΩV ist hier mit 3.4% geringer als beim
kompakten Materialmodell mit 4.2%. Die Oszillationen wie beim kompakten Material-
modell treten hierbei nicht auf. Im Gegensatz dazu treten größere Abweichungen in
einem begrenzten Bereich in der Nähe von ϕ = 45◦ und ϕ = 225◦ auf, was an den
leichten Ausbeulungen in Abb. 5.14 zu sehen ist. Dies geschieht aufgrund von Appro-
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Proportionale Belastungen mit Teilentlastungen
Wie bereits in Settgast et al. [90] vorgestellt, ist es mithilfe des hybriden Mate-
rialmodells möglich elastische Teilentlastungen abzubilden. Dies wird durch die Be-
rücksichtigung der Fließfunktion in der Formulierung des hybriden Materialmodells
verwirklicht. Bei einer Entlastung nimmt das Spannungsmaß (hier √σ¯ijσ¯ij) ab und es
werden die elastischen Deformationen nach dem Hookeschen Gesetz berechnet. Für
das Training werden nur proportionale Belastungspfade verwendet. Daher sind nur
Teilentlastungen möglich, da eine Berücksichtigung der kinematischen Verfestigung in
den Trainingsdaten nicht enthalten ist.
Beispielhaft findet eine Diskussion anhand von drei verschiedenen makroskopischen
Belastungen (ε¯22 = ε¯11, ε¯22 = −ε¯11 und ε¯22 = −13 ε¯11) statt. Die trainierten neuronalen
Netze sind hierbei jene, welche für Abb. 5.14 verwendet werden. In Abb. 5.15 sind die
entsprechenden Spannungs-Dehnungs-Kurven dargestellt.
(a) ε¯22 = ε¯11 (b) ε¯22 = −ε¯11 (c) ε¯22 = − 13 ε¯11
Abb. 5.15: Spannungs-Dehnungskurven proportionaler Lastpfade unter Berücksichtigung von Teilent-
lastung an der diskretisierten Struktur σ¯ij und vom hybriden Materialmodell σ¯NNij .
Alle Abschnitte der betrachteten Spannungs-Dehnungs-Kurven zeigen untereinander
eine sehr gute Übereinstimmung. Es treten höchstens leichte Abweichungen im plas-
tischen Bereich auf. Die elastischen Bereiche (am Anfang der Belastung und wäh-
rend der beiden jeweiligen Teilentlastungen) werden sehr gut abgebildet. Die elastisch-
plastischen Deformationen während der proportionalen Belastung mit Teilentlastungen
können durch das hybride Materialmodell sehr gut beschrieben werden. Dabei ist zu be-
achten, dass der numerische Rechenaufwand zur Generierung der Kurven aus Abb. 5.15
beim homogenisierten Materialmodell durch die Auswertung von Funktionen ohne nö-
tige numerische Simulation einer diskretisierten Struktur viel geringer ist, vgl. Tab. 5.3.
Tab. 5.3: Numerischer Aufwand für die Simulation der diskretisierten Struktur und die Auswertung
des hybriden Materialmodells durchgeführt auf dem gleichen Computer für jeweils einen Lastfall aus
Abb. 5.15.
diskretisiert “hybrid“
Anzahl an Elementen 1900 1
CPU Zeit 390 s 2 s
Die Entwicklung der Fließfläche soll nun anhand des Lastfalles aus Abb. 5.15(a) gezeigt
werden. Die Fließflächen des diskretisierten RVEs und für die Repräsentation mithilfe
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des neuronalen Netzes Φ¯ für die zwei in Abb. 5.15(a) markierten Lastniveaus λ ∈ {1, 2}
sind in Abb. 5.16 dargestellt.
Abb. 5.16: Entwicklung der Fließfläche Φ¯ und ihrer Repräsentation Φ¯NN für zwei Lastniveaus λ an-
hand des Lastfalles aus Abb. 5.15(a). Die Ermittlung von Φ¯ erfolgt nach der in Storm et al. [103]
vorgestellten Methode.
Ohne vorhandene plastische Verzerrungen auf der Mikroskala sind die Fließflächen des
diskretisierten RVEs und der Fließfunktion Φ¯NN nahezu identisch, siehe Abb. 5.16. Es
treten nur Interpolationsschwankungen auf. Bei stattfindendem Fließen auf der Mikro-
skala bewegt sich die Fließfläche (kinematische Verfestigung) im Spannungsraum, wo-
bei sich auch die Größe (isotrope Verfestigung) und die Form (formative Verfestigung)
ändern. Aufgrund der Verwendung von ausschließlich monoton steigenden proportio-
nalen Belastungen für das Training von NN
√
σ¯ij σ¯ij aus Gl. (5.17), sind Φ¯NNλ=2 und Φ¯λ=2
in Abb. 5.16 nur für den Punkt auf dem Lastpfad bis auf Interpolationsschwankungen
gleich. Der restliche Teil von Φ¯λ=2 gibt den Bereich des elastischen Bereiches an, aber
für Φ¯NNλ=2 entspricht es dem elastischen Grenzbereich aller Lastrichtungen bei gleicher
plastischer Vergleichsdehnung auf der Makroskala, vgl. Gl. (5.20).
Mit zunehmender Verfestigung wird Φ¯NN größer, wobei sich die Form durch die Be-
rücksichtigung des veränderlichen Einflusses von I¯1 ändern kann. Eine Verschiebung
von Φ¯NN findet aber durch den umhüllenden Charakter für ε¯pläq = konst. nicht statt.
Somit nehmen auch die Unterschiede zwischen Φ¯ und Φ¯NN zu. Nur entlang des monoton
steigenden proportionalen Lastpfades für λ > 1 sind Φ¯ und Φ¯NN gleich.
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5.2.3 Erweiterung um mikroskopische Schädigung
Neben der Berücksichtigung von elastisch-plastischem Material auf der Mikroskala soll
nun das makroskopische Verhalten bei Schädigung innerhalb der Struktur untersucht
und beschrieben werden. Diese wirkt sich im Rahmen dieser Arbeit auf die mikrosko-
pische Fließspannung σY, vgl. Gl. (2.30) aus Kap. 2.3.3, und die elastische Steifig-
keit, vgl. Gl. (2.29), aus. Das RVE wird weiterhin durch die einfache 2D-Struktur
aus Abb. 3.17 mit periodischen Randbedingungen repräsentiert. Die Elemente haben
eine Länge von lElement = 0.01 lRVE, die plastische Vergleichsdehnung bei Schädigungs-
initiierung beträgt εpl0äq = 0 und die spezifische Energie GD = 407.5 (σ0Y)2 lElement/E.
Außerdem werden wieder nur proportionale Belastungen, deren Hauptrichtungen pa-
rallel zu den Stegen (ε¯12 = 0) liegen, berücksichtigt. Die Querkontraktionszahl beträgt
weiterhin ν = 0.14.
Zur Ermittlung der Reststeifigkeit der Struktur werden Teilentlastungen in der FE-
Simulation des diskretisierten RVEs durchgeführt, so wie es beispielhaft in Abb. 5.17(a)
dargestellt ist. Eine Entlastung findet in zwei Schritten statt. Zuerst erfolgt eine geringe
Teilentlastung in proportionaler Richtung von etwa 1% des aktuellen Lastniveaus um
sicherzustellen, dass im Anschluss nur elastische Deformationen im RVE stattfinden.
Danach findet die eigentliche Bestimmung der Reststeifigkeit durch eine Entlastung von
weiteren 4% des Lastniveaus in verschiedene Raumrichtungen statt. Durch die Ände-
rung der makroskopischen Spannungen bei Kenntnis der Änderung der reduzierten






Die Verläufe der ermittelten Einträge bei Berücksichtigung der ebenen Verzerrungen
mit den Hauptrichtungen parallel zu den Stegen (C¯1111, C¯2222, C¯1122) sind für zwei
Belastungsrichtungen in Abb. 5.17(b) und Abb. 5.17(c) für verschiedene Proportiona-
litätsfaktoren λ ≤ 12.5 zu finden.
Mit zunehmender Belastung verlaufen die Werte der Einträge von C¯ijkl überwiegend
monoton fallend. Nur der Wert von C¯1122 in der Nähe der makroskopischen Scherbelas-
tung in Abb. 5.17(c) steigt an, bevor er bei viel höheren Belastungen wieder absinkt.
Der Verlauf dieses Eintrages ist eher unüblich, denn er bedeutet, dass die Steifigkeit
kurzzeitig ansteigt obwohl es zur mikroskopischen Schädigung kommt. Dies stellt aber
keine Verletzung des Kriteriums zur Überprüfung der Gültigkeit der Änderung der ma-
kroskopischen Steifigkeit von Wulfinghoff et al. [117] dar. Wulfinghoff et al.
[117] fordert lediglich die negative Semidefinitheit von ˙¯Cijkl, worauf im Folgenden
noch detaillierter eingegangen wird. Die Forderung ist immer für ˙¯Cijkl der untersuch-
ten Schaumstruktur erfüllt, da die Eigenwerte von C¯ijkl monoton fallend sind. Dies






Anhand von Abb. 5.17(b) und Abb. 5.17(c) ist außerdem das anisotrope Schädigungs-
verhalten des RVEs ersichtlich, da C¯1111 6= C¯2222 auftritt. Obwohl auf der Mikroskala ein
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(a) Beispielhafte Belastungskurve mit Teilentlastungen und detaillierter
Darstellung einer Teilentlastung
(b) Entwicklung der Einträge des Steifigkeitsten-
sors für ε¯11 = 0 (ϕ = 90◦)
(c) Entwicklung der Einträge des Steifigkeitsten-
sors für ε¯11 ≈ −ε¯22 (ϕ = 130◦)
Abb. 5.17: Makroskopische Verläufe der einfachen 2D-Struktur mit stattfindender Schädigung auf der
Mikroskala.
(a) ε¯11 = 0 (ϕ = 90◦) (b) ε¯11 ≈ −ε¯22 (ϕ = 130◦)
Abb. 5.18: Entwicklung der Eigenwerte der betrachteten Einträge des Steifigkeitstensors für unter-
schiedliche Belastungszustände.
skalares isotropes Schädigungsgesetz angewendet wird, gilt dieser Sonderfall nicht mehr
für die Makroskala. Dieses Verhalten der verwendeten Struktur wird bereits in Sett-
gast et al. [89] beobachtet.
Die Beschreibung der Deformationen der Schaumstruktur mit stattfindender Schädi-
gung bei ausschließlicher Berücksichtigung von monoton steigender Belastung auf der
Mikroskala kann mittels der beiden homogenisierten Materialmodelle aus Kap. 5.2.1
erfolgen. Die verwendeten neuronalen Netze für die makroskopischen Spannungen beim
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kompakten Materialmodell bzw. für die Fließfunktion und die Fließrichtung beim hy-
briden Materialmodell können die entsprechenden Verläufe abbilden. Da aber im Rah-
men dieser Arbeit auch die Veränderung der makroskopischen Steifigkeit berücksichtigt
werden soll, ist eine Anpassung notwendig. Hierfür wird das hybride Materialmodell
modifiziert.
Die makroskopisch freie Energie Θ¯ aus Gl. (5.11) wird dahingehend geändert, dass sich
der Steifigkeitstensor C¯ijkl entwickeln kann. Die Beschreibung der Entwicklung dieser






Die Approximation für die Fließfunktion und -richtung verbleibt dabei überwiegend so
wie es in Kap. 5.2.1 vorgestellt wurde. Es wird nun lediglich als Einflussparameter für
die Lastrichtung anstatt I¯1 der Winkel ϕ der Belastungsrichtung im Hauptdehnungs-
raum genutzt. Bei stattfindender Schädigung sind damit die Zusammenhänge zwischen
den abgebildeten Größen besser durch die neuronalen Netze darstellbar. Gl. (5.19) und















Für alle neuronalen Netze werden die gleichen Eingangsparameter und die gleiche An-
zahl an Neuronen mit NNv = 30 gewählt.
Für das Training der NN werden wieder verschiedene proportionale Lastpfade im Be-
reich von ϕ ∈ [45◦, 225◦] mit Δϕ = 10◦ und λ ≤ 10 erzeugt. Dabei wird in Schrit-
ten von Δλ = 0.25 die Struktursteifigkeit mittels Teilentlastung ermittelt. Nach dem
Training wird das modifizierte hybride Materialmodell angewendet. Die resultieren-
den Spannungs-Dehnungs-Kurven für eine uniaxiale Belastung (ε¯11 = 0) und für eine
Scherbelastung (ε¯11 ≈ −ε¯22) mit Entlastungen sind in Abb. 5.19 dargestellt.
(a) ε¯11 = 0 (ϕ = 90◦) (b) ε¯11 ≈ −ε¯22 (ϕ = 130◦)
Abb. 5.19: Makroskopische Spannungs-Dehnungs-Kurven für unterschiedliche Belastungszustände
der diskretisierten Struktur σ¯ij und vom modifizierten hybriden Materialmodell σ¯NNij .
Die Spannungs-Dehnungs-Kurven können ausreichend genau abgebildet werden. Die
auftretenden vergleichsweise geringen Abweichungen basieren auf Ungenauigkeiten bei
der Approximation der Fließrichtung. Dadurch wird die plastische Vergleichsdehnung
überschätzt und es kommt zu einer zeitigeren Abnahme der makroskopischen Span-
nungen. Auch das Entlastungsverhalten bis zur Vollentlastung wird gut wiedergegeben.
98 5 Makroskopische Beschreibung des inelastischen Verhaltens von Schäumen
Dabei bleibt die Frage, wie gut die makroskopischen Steifigkeiten abgebildet werden
können. Um dies zu beantworten ist für die beiden Belastungsfälle aus Abb. 5.19 der
Verlauf der Einträge des Steifigkeitstensors für das homogenisierte Materialmodell zu-
sammen mit dem des diskretisierten RVEs in Abb. 5.20 dargestellt.
(a) ε¯11 = 0 (ϕ = 90◦) (b) ε¯11 ≈ −ε¯22 (ϕ = 130◦)
Abb. 5.20: Entwicklung der Einträge des Steifigkeitstensors für unterschiedliche Belastungszustände
der diskretisierten Struktur C¯ijkl und vom modifizierten hybriden Materialmodell C¯NNijkl.
Auch die prinzipiellen Verläufe der Einträge des Steifigkeitstensors können gut abge-
bildet werden. Die Ab- bzw. Zunahme tritt aufgrund der Abweichungen der Fließrich-
tung ¯˘nplij auch hier zeitiger auf.
Die thermodynamische Konsistenz wird ebenfalls wieder nicht explizit während des
Trainings berücksichtigt. Die Berechnung der Dissipationsrate ändert sich durch die
Modifikation des hybriden Materialmodells zu
˙¯D = σ¯ij ˙¯εplij −
∂Θ¯
∂C¯ijkl



















Für die Änderung der plastischen Vergleichsdehnung gilt immer ˙¯εpläq ≥ 0. Somit muss
NN
˙¯Cijkl
ijkl negativ semidefinit sein, damit der Subtrahend aus Gl. (5.29) immer positiv
wird. Diese Bedingung ist für die FE-Simulationen des diskretisierten RVEs erfüllt,
wie bereits anhand von Abb. 5.18 und der Arbeit von Wulfinghoff et al. [117]
diskutiert. Aufgrund des Interpolationscharakters von neuronalen Netzen kann es aber
zu einer Verletzung dieser Forderung kommen. In diesem Fall muss zumindest die Ge-
samtdissipationrate nach Gl. (5.29) positiv sein. Dies kann wieder nur während des
Aufrufs des homogenisierten Materialmodells überprüft werden. Da aber der Minuend
aus Gl. (5.29) von vornherein zu berechnen ist, vgl. Kap. 5.2.1, kann auch die Gesamt-
dissipationsrate ermittelt werden, da die entsprechenden Größen bereits vorliegen.
Insgesamt ist eine gute Approximation bzw. Abbildung des makroskopischen Verhal-
tens von Schaumstrukturen durch das modifizierte hybride Materialmodell auch bei
Auftreten von Schädigung auf der Mikroskala möglich. Die thermodynamische Konsis-
tenz ist für alle untersuchten Lastpfade des gezeigten Beispiels gegeben.
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6 Anwendung für eine
Schaumfilterkomponente
In Kap. 5.2.2 wurden die guten Übereinstimmungen bei der Abbildung des elastisch-
plastischen Verhaltens von Schaumstrukturen durch die in Kap. 5.2.1 vorgestellten
homogenisierten Materialmodelle bei Verwendung eines RVEs dargestellt und disku-
tiert. Nun soll das Verhalten bei der Nutzung mehrerer RVEs untersucht werden. Dies
geschieht anhand eines Belastungsfalles, wie er auch in der Realität auftreten kann.
Es wird nur das hybride Materialmodell betrachtet, da der numerische Aufwand zur
Erstellung der Trainingsdaten durch die Ausnutzung der Symmetrie zu I¯1 hierfür nied-
riger ist. Diese Symmetrie wurde bereits für das Training der neuronalen Netze von
Abb. 5.14 ausgenutzt. Weiterhin zeigte sich ein geringerer mittlerer Fehler für dieses
Materialmodell bei den Betrachtungen für ein RVE in Kap. 5.2.2.
Es soll ein quaderförmiger Schaumfilter wie in Abb. 1.2 betrachtet werden, der einer
Biegebelastung ausgesetzt wird, wie sie auch während eines Gießprozesses auftritt: Der
komplette Schaumfilter habe die Abmaße 50mmx 50mmx20mm, seine Unterseite lie-
ge an den Rändern auf einer Unterlage und werde von oben durch einen Druck pS belas-
tet. pS wird durch das Gewicht der Schmelze hervorgerufen. Diese Belastung entspricht
dem sogenannten Anfahrvorgang, wenn die Metallschmelze auf den Filter gegossen
wird. Für die Untersuchungen im Rahmen dieser Arbeit werden drei Vereinfachun-
gen für dieses System genutzt. Erstens wird davon ausgegangen, dass die Belastung
während des Anfahrvorganges hauptsächlich durch pS beschrieben werden kann. Dies
bedeutet, dass die Belastung innerhalb der Struktur als geringer angesehen und nur die
Deformation durch pS berücksichtigt wird. Der Fokus der Untersuchungen soll hierbei
vor allem auf der Durchbiegung in der Mitte des Filters um liegen. Zweitens wird der
Schaumfilter nur in einer Ebene betrachtet, da über der Dicke des Filters die Defor-
mationen ähnlich sind. Aufgrund der Symmetrie des Schaumfilters kann drittens noch
die Symmetrie in der Ebene genutzt werden, unter Verwendung von Symmetrierand-
bedingungen entlang der Mittellinie. Das verwendete Modell des Schaumfilters mit den
dazugehörigen Maßen und Randbedingungen ist in Abb. 6.1 dargestellt.
Die Filterabmessungen müssen viel größer als die verwendete RVE-Länge sein, um
die Homogenisierung aus Kap. 2.4 nutzen zu können. Aus diesem Grund besteht das
verwendete Modell aus 20 x 25 RVEs mit einer Länge von lRVE = 1mm. Als RVE-
Struktur wird die 2D-Projektion derKelvin-Zelle aus Abb. 3.18 in Kap. 3.4 verwendet.
Diese ist auch in Abb. 6.1 dargestellt.
Für das verwendete homogenisierte Materialmodell werden 324 Lastpfade generiert.
Zur Berücksichtigung der Anisotropie der verwendeten RVE-Struktur müssen unter
diesen Lastpfaden auch solche mit unterschiedlichen Hauptrichtungen enthalten sein.
Durch die Symmetrie der Struktur ist nur eine Rotation der Hauptdehnungsachsen von
ψ ∈ [−45◦, 45◦] nötig.








Abb. 6.1: Schema des modellierten Schaumfilters (b = 25mm und H = 20mm) mit Randbedingungen
(µ = 0.3) unter Ausnutzung der Symmetrie.
Anschließend erfolgt die Extraktion der nötigen makroskopischen Größen und das Trai-
ning der entsprechenden neuronalen Netze. Die Anzahl der Neuronen in der verborge-
nen Schicht beträgt für alle neuronalen NetzeNNv = 100. Eine detaillierte Beschreibung
des Generierungs- und Trainingsablaufes zusammen mit der Darstellung des Deforma-
















Training der neuronalen Netze
für NN
√




 Φ¯, ¯˘nplijEinachsiger Zug Scherbelastung
Zweiachsiger Zug
Abb. 6.2: Ablauf der Generierung der nötigen Daten und neuronalen Netze zur Beschreibung des
elastisch-plastischen Deformationsverhaltens von Schaumstrukturen mittels des hybriden Material-
modells am Beispiel der verwendeten 2D-Struktur.
Nach dem erfolgten Training der neuronalen Netze ist die Implementierung des Material-
modells nötig. Hierfür wurde ein Algorithmus für Abaqus entwickelt (engl. user defined
material subroutine, UMAT), welcher in Alg. 6.1 zu finden ist. Da, wie in Kap. 5.2.1 be-
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schrieben, die Materialtangente über numerische Differentiation berechnet wird, erfolgt
in Alg. 6.1 die Verwaltung unter Aufruf der eigentlichen Materialroutine aus Alg. 6.2 für
den ungestörten Zustand und verschiedene gestörte Zustände. Für verzerrungsgesteu-
erte Simulationen würde auch ein ausschließlicher Aufruf von Alg. 6.2 reichen. Beim
vorliegenden Belastungsfall wird aber die Materialtangente benötigt und somit ist die
Verwendung von beiden Algorithmen erforderlich7.
Alg. 6.1 Während der Simulation von Abaqus aufgerufene UMAT für die Berechnung
mittels des hybriden Materialgesetzes aus Kap. 5.2.1. Die Funktion Spannung ist in
Alg. 6.2 zu finden.
Lies den aktuellen Verzerrungs- und Spannungszustand, Verzerrungsänderung und
Parameter :





Berechne den neuen Spannungszustand mit den dazugehörigen Größen:




∣∣∣ε¯pl12∣∣∣t+∆t , ∆D¯∣∣∣t+∆t = Spannung ( ε¯ij|t , σ¯ij|t ,∆ε¯ij, ε¯pläq∣∣∣t , ∣∣∣ε¯pl12∣∣∣t)
Berechne die Einträge der numerischen Materialtangente aufgrund einer Störung mit
ˆ¯ε:
3: ˆ¯εij =



















Berechne die Einträge der numerischen Materialtangente aufgrund einer Störung mit
ˆ¯ε22 6= 0 und ˆ¯ε12 6= 0:
6: Wiederhole Schritte 3-5 analog für ˆ¯ε22 6= 0 bzw. ˆ¯ε12 6= 0
Gib die berechneten Größen (Spannungszustand, Materialtangente und Parameter)
zurück:








Als Vergleich wird der Schaumfilter auch mit 500 diskretisierten RVEs berechnet. Als
Material werden für die homogenisierte und die diskretisierte Simulation beide Plasti-
zitätsmodelle aus Kap. 2.3.2 verwendet. Die Belastungs-Durchbiegungs-Kurve für eine
monoton steigende Belastung ist in Abb. 6.3 dargestellt.
Vor allem für den Fall mit dem Drucker-Prager-Material auf der Mikroskala ist
eine Zunahme der plastischen Deformation erkennbar, da der Anstieg der Kurve bei ei-
ner höheren Belastung eine deutliche Abweichung zum anfänglichen Anstieg zeigt. Für
dieses Plastizitätsmodell treten höhere plastische Deformationen aufgrund des Fließens
bei geringeren Zugbeanspruchungen auf. Die Plastifizierung für beide Materialien findet
aber nur in wenigen RVEs in der Nähe der Lagerung statt. Die homogenisierte Lösung
unter Verwendung des hybriden Materialmodells kann die Belastungs-Durchbiegungs-
Kurven für beide Materialien gut wiedergeben. Die jeweiligen Kurven zeigen eine sehr
gute Übereinstimmung. Die numerischen Simulationen unter Verwendung des hybri-
den Materialmodells zeigen ein gutes Konvergenzverhalten. Dabei ist der numerische
7 Der vierfache Aufruf von Alg. 6.2 zur Berechnung der Materialtangente führt zu einem höheren
numerischen Aufwand im Vergleich zur direkten Berechnung der Materialtangente beim kompakten
Materialmodell, vgl. Alg. A.1 aus Anhang A.7.
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Alg. 6.2 Funktion Spannung für die Berechnung der Spannung in Alg. 6.1. Die Funk-
tion RegulaFalsi entspricht dem Verfahren, wie es in Gautschi [24, Kap. 4.4] be-
schrieben wird.
Lies den aktuellen Verzerrungs- und Spannungszustand, Verzerrungsänderung und
Parameter :






2: σ¯ij|t+∆t = σ¯ij|t + C¯ijkl∆ε¯kl
















4: wenn Φ¯NN > 0 :
Berechne das Inkrement der plastischen Vergleichsdehnung ∆ε¯pläq mithilfe des
Regula falsi-Verfahrens (Startwerte ∆ε¯pläq = 0 und ∆ε¯pläq = ‖∆ε¯ij‖) für die
Berechnung der Nullstelle von der Fließfunktion Φ¯NN != 0 unter Berücksichti-
gung und Aktualisierung der Spannung σ¯ij = σ¯ij|t+∆t − κ¯C¯ijkl ¯˘nplkl und der Fließ-







∣∣∣ε¯pl12∣∣∣) nach Gl. (5.23):



















∣∣∣ε¯pl12∣∣∣t+∆t = ∣∣∣ε¯pl12∣∣∣t + ∆ε¯pläq ∣∣∣¯˘npl12∣∣∣t+∆t
















= ∆ε¯pläq σ¯ij|t+∆t ¯˘nplij
∣∣∣
t+∆t
Gib die berechneten Größen (Spannungszustand und Parameter) zurück:





Aufwand deutlich niedriger als für den diskretisierten Fall, vgl. Tab. 6.1. Dies wird vor
allem durch die geringere Anzahl an Elementen hervorgerufen.
Tab. 6.1: Numerischer Aufwand für die Simulationen der diskretisierten und homogenisierten Schaum-
filter aus Abb. 6.3, durchgeführt auf demselben Computer.
von Mises Drucker-Prager
diskretisiert homogenisiert diskretisiert homogenisiert
Anzahl an Elementen 2 125 000 500 2 125 000 500
CPU Zeit 2950min 0.25min 3800min 0.25min
Arbeitsspeicher 32.5GB 25MB 32.5GB 25MB
Die Last pS wird nicht nur als monoton steigend wie in Abb. 6.3, sondern auch mit
zwischenzeitlicher vollständiger Entlastung aufgebracht, vgl. Abb. 6.4(a). Dies ermög-
licht eine Untersuchung des elastischen Verhaltens bei einer Abnahme der Belastung.
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(a) Mikroskopisches von Mises-Material, vgl.
Gl. (2.26) (A markiert den Zeitpunkt für Abb. 6.5
bis Abb. 6.7)
(b) Mikroskopisches Drucker-
Prager-Material, vgl. Gl. (2.23), mit
β1 = β2 = 13 tan (40◦)
Abb. 6.3: Normierte Belastungs-Durchbiegungs-Kurven der diskretisierten und homogenisierten
Schaumfilter aus Abb. 6.1.
Dieser Belastungszustand ist vor allem eine akademische Überprüfung des homogeni-
sierten Materialmodells. Während eines realen Gießprozesses ist er unwahrscheinlich.
Aufgrund der geringeren Rechenzeit wird hierfür nur das von Mises-Material aus
Gl. (2.26) auf der Mikroskala berücksichtigt.
(a) Belastungs-Zyklenzahl-Kurve (A markiert den
Zeitpunkt für Abb. 6.5 bis Abb. 6.7)
(b) Durchbiegungs-Zyklenzahl-Kurve (A mar-
kiert den Zeitpunkt für Abb. 6.5 bis Abb. 6.7)
Abb. 6.4: Normierte Kurven bei einer Belastung des diskretisierten und homogenisierten Schaumfil-
ters aus Abb. 6.1 mit zwischenzeitlicher vollständiger Entlastung.
Anhand von Abb. 6.4(b) ist die zunehmende bleibende Deformation des Schaumfil-
ters aufgrund der Plastifizierung der RVEs in der Nähe der Lagerung erkennbar, vgl.
Durchbiegung am Ende von Lastzyklus sechs, sieben und acht. Das verwendete homo-
genisierte Materialmodell kann auch den Verlauf dieser Kurve sehr gut abbilden. Die
Rechenzeit kann hierbei drastisch um einen Faktor von ca. 35 000 reduziert werden.
Für eine detailliertere Auswertung des Verhaltens des verwendeten hybriden Mate-
rialmodells sollen nun die Verschiebungen im Schaumfilter, die makroskopischen Span-
nungen und die makroskopischen Verzerrungen je RVE betrachtet werden. Die Auswer-
tung erfolgt dabei für die maximale Belastung während der Simulation mit dem von
Mises-Material auf der Mikroskala.
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Zuerst sollen die Verschiebungen zu dem in Abb. 6.3(a) und Abb. 6.4 mit A markierten
Zeitpunkt berücksichtigt werden. Die Verschiebungen aus beiden numerischen Simu-
lationen zeigen eine gute Übereinstimmung. Dies ist in Abb. 6.5 dargestellt. In dieser
Abbildung ist außerdem ersichtlich, dass die RVEs in der Nähe des inneren Randes
der Lagerung stärker deformiert werden. In diesem Bereich sind vor allem beim dis-
kretisierten Filter die RVEs verzerrt dargestellt. Dabei muss beachtet werden, dass die
Verschiebungen in Abb. 6.5 mit 0.1E/σY skaliert wurden.
uvert 0.1E/σY in mm
Abb. 6.5: Normierte vertikale Verschiebungen uvert zum Zeitpunkt von max (pS) (in Abb. 6.3(a) und
Abb. 6.4 mit A markiert) vom diskretisierten (links) und homogenisierten (rechts) Schaumfilter.
Die makroskopischen Spannungen werden für jedes RVE nach Gl. (2.43) aus Kap. 2.4
für den diskretisierten Schaumfilter berechnet. σ¯22 wird für beide Schaumfiltervarianten
im undeformierten Zustand verglichen, siehe Abb. 6.6. Für den in Abb. 6.3(a) und
Abb. 6.4 mit A markiertem Zeitpunkt ergibt sich eine gute Übereinstimmung der
makroskopischen Spannungen. Es gibt nur geringe Unterschiede im Randbereich, z. B.
in der Nähe der Lagerung.
Abb. 6.6: Makroskopische Spannung in vertikaler Richtung σ¯22 normiert mit der dazugehörigen elas-
tischen Grenzspannung σ¯∗22 vom diskretisierten (links) und homogenisierten (rechts) Schaumfilter.
Ausgewertet zum Zeitpunkt von max (pS) und dargestellt im Ausgangszustand (ohne Deformation).
Für die Berechnung der makroskopischen Verzerrungen nach Gl. (2.45) aus Kap. 2.4
am diskretisierten Schaumfilter ist es notwendig, dass die Verschiebungen entlang eines
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geschlossenen Pfades, der innerhalb der Struktur entlang von Elementen verläuft, aus-
gewertet werden, vgl. Kap. 2.4. Eine Möglichkeit zur Berechnung der makroskopischen
Verzerrungen von allen 500RVEs von diesem Schaumfilter wäre, die Luft zwischen
den Stegen mit zu modellieren und diesen Elementen eine vernachlässigbare Steifigkeit
zuzuweisen. Dann könnten die Verschiebungen an den Rändern des ursprünglichen
RVEs aus Abb. 3.18(c) ausgewertet werden. Dies bedeutet aber einen sehr hohen
Modellierungs- und Simulationsaufwand, da viel mehr Elemente zu berücksichtigen
sind. Außerdem ist diese Auswertungsmethode nicht objektiv, da das Verschiebungs-
feld in den Poren von den willkürlich zugeordneten Materialparametern abhängt (z. B.
von der Angabe der Querkontraktionszahl νLuft). Deshalb wird ein geschlossener Pfad,
der nicht den Außenrändern von Abb. 3.18(c) entspricht, ausgewertet, vgl. Abb. 2.16(b)
aus Kap. 2.4. Damit können beim diskretisierten Schaumfilter nicht für alle 500RVEs
die makroskopischen Verzerrungen berechnet werden, sondern es erfolgt eine Extrapo-
lation für die RVEs am Schaumfilterrand.
Bei der makroskopischen Dehnung ε¯22 kommt es zu größeren Abweichungen als bei σ¯22,
wie es in Abb. 6.7 zu sehen ist. Dies wird durch den eben beschriebenen Berechnungs-
vorgang von ε¯ij am diskretisierten Schaumfilter noch verstärkt. Prinzipiell kann das
homogenisierte Materialmodell die makroskopischen Dehnungen aber gut abbilden.














    
Abb. 6.7: Makroskopische Dehnung in vertikaler Richtung ε¯22 normiert mit der dazugehörigen elasti-
schen Grenzdehnung ε¯∗22 vom diskretisierten (links) und homogenisierten (rechts) Schaumfilter. Aus-
gewertet zum Zeitpunkt von max (pS) und dargestellt im Ausgangszustand (ohne Deformation).
Für alle untersuchten Lastfälle, Materialien und Größen zeigt sich eine gute Abbil-
dungsfähigkeit des hybriden Materialmodells aus Kap. 5.2.1 für das elastisch-plastische
Verhalten der Schaumstruktur. Dies geht einher mit einer drastischen Reduzierung der
Rechenzeit aufgrund des homogenisierten Ansatzes.
Ergänzend soll die thermodynamische Konsistenz betrachtet werden. Für das Trai-
ning der neuronalen Netze im verwendeten hybriden Materialmodell werden Lastpfade
mit D˙ ≥ 0 verwendet, aber die Sicherstellung von D˙ ≥ 0 durch das Materialmodell
während des Trainings findet nicht statt. Wie in Kap. 5.2.1 erwähnt, ist nur eine Be-
obachtung von D˙ während der numerischen Simulation möglich. Hierfür wird am Ende
von Alg. 6.2 (Schritt 10) die Gl. (5.24) ausgewertet. Für alle Lastschritte der nume-




7 Zusammenfassung und Ausblick
Im Rahmen dieser Arbeit wurden bruchmechanische Vorgänge und die makroskopische
Beschreibung von offenzelligen keramischen Schaumstrukturen mithilfe von numeri-
schen Simulationen untersucht. Es wurde ein Konzept zur Festigkeitsbewertung des
scharfkantigen Hohlraumes innerhalb der Stege der Keramikschaumfilter entwickelt.
Außerdem wurde das inelastische Materialverhalten auf der Mikroskala berücksich-
tigt. Bei allen Betrachtungen stand die thermomechanische Belastung der keramischen
Schäume während eines Gießprozesses im Vordergrund.
Die bruchmechnische Analyse fand für den herstellungsbedingten Hohlraum im In-
neren der Stege von Keramikschäumen statt. Die durch diesen Hohlraum bedingten
Kerben wurden als Rissinitiatoren angenommenen. Dadurch erfolgte die Berechnung
der auftretenden Belastungen an diesen Stellen der Struktur auf Grundlage der linea-
ren Bruchmechanik. Die bruchmechanische Bewertung konnte dabei erfolgreich für eine
deterministische Struktur, die Kelvin-Zelle, durchgeführt werden. Diese Auswertung
fand für rein multiaxiale mechanische Belastungen, einem reinen thermischen Lastfall
und multiaxiale thermomechanische Belastungen statt.
Für rein mechanische Lastfälle wurden die bruchmechanischen Ergebnisse mit einem
aus der Literatur bereits bekanntem klassischen Festigkeitskriterium verglichen. Hierfür
wurde die klassische Festigkeitsbewertung in Anlehnung an Storm [101] für zwei un-
terschiedliche Strukturparameter (Größe der Poren als Skalierungsfaktor und relative
Dichte der Schaumstruktur) durchgeführt. Für alle untersuchten Parameterkombinatio-
nen ergab diese Analyse, dass unter Beachtung der Materialparameter des verwendeten
reinen Aluminiumoxids die Stegaußenseiten immer kritischer sind als die Kerben im
Inneren der Stege. Beim betrachteten Thermoschock konnte ein Einfluss vom Wärme-
übergangskoeffizienten, der relativen Dichte und der Größe der Poren gezeigt werden.
Die größte Bedeutung hat hierbei die Größe der Poren. Um die bruchmechanische Be-
lastung zu reduzieren, ist vor allem eine geringere Porengröße zu erzielen. Dies bedeutet
eine hohe PPI-Zahl. Wenn der Thermoschock zeitgleich zu einer multiaxialen mecha-
nischen Belastung stattfindet, wird die bruchmechanische Beanspruchung im Filter
mitunter stark erhöht.
Offen bleibt hierbei die Betrachtung des Einflusses der thermophysikalischen Materi-
alparameter. Vor allem das Verhalten des Materials bei niedrigen Temperaturen zu
Beginn des Thermoschocks hat einen großen Einfluss auf die bruchmechanischen Er-
gebnisse. Zusätzlich ist ihre Abhängigkeit von der Topologie der Struktur sehr entschei-
dend. Es empfiehlt sich daher, das vorgestellte Modellierungs- und Bewertungskonzept
für stochastische, realistische Schaumstrukturen anzuwenden.
Das Kriechverhalten von kompakten Proben des kohlenstoffgebundenen Aluminium-
oxids unter uniaxialer Druckbelastung bei Hochtemperatur konnte erfolgreich durch
ein primäres Kriechgesetz beschrieben werden. Dabei wurde die kalibrierte mathema-
tische Beschreibung numerisch auf drei mittels Computertomographie vermessene, rea-
le Schaumproben angewendet. Die resultierenden Schaumkriechkurven zeigen eine gu-
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te Übereinstimmung mit den experimentellen Kriechversuchen an diesen Schaumpro-
ben. Dies stellt eine Validierung des Kriechmodells auf Basis eines experimentellen-
numerischen Ansatzes für die Makroskala dar. Es ergab sich außerdem eine so gute
Übereinstimmung dieser Form des Kriechgesetzes auf der Mikro- und Makroskala bei
kleinen Deformationen, dass zwei der drei verwendeten Kriechparameter sogar iden-
tisch sind. Der dritte Parameter lässt sich auf Grundlage der Kenntnis der Struktur
ermitteln. Für ein bekanntes Kriechgesetz des mikroskopischen Materials und unter der
Annahme von kleinen Deformationen kann somit nach der Bestimmung der Struktur-
kriechbeständigkeit das makroskopische Materialverhalten vorhergesagt werden. Dieser
Parameter kann beim vorliegenden Material direkt mittels einer elastischen Belastung
an der Schaumprobe berechnet werden. Dies basiert darauf, dass die elastische Steifig-
keit und der Parameters für die Kriechbeständigkeit die gleiche Abhängigkeit von den
strukturellen Parametern, insbesondere der relativen Dichte des Schaumes, haben.
Das Kriechverhalten des kohlenstoffgebundenen Aluminiumoxids wurde im Rahmen
dieser Arbeit ausschließlich bei einer Temperatur von 1350 ◦C und einer Dauer bis
90min betrachtet. Die Temperatur hat einen großen Einfluss auf das Kriechverhalten
dieser Keramik. Für eine umfassendere Abbildung des zeitabhängigen thermomecha-
nischen Verhaltens ist eine Beschreibung dieses Zusammenhangs notwendig. Ebenso
bleibt offen, wie sich das Material bei einer längeren Belastungszeit verhält. In den
gezeigten Kriechkurven ist ausschließlich der Beginn der sekundären Kriechphase er-
kennbar. Ein Kriechbruch fand nicht statt.
Anhand von virtuell erzeugten Schaumstrukturen wurde der Einfluss verschiedener
morphologischer Strukturparameter (Streckung der Poren, Stegform und relative Dich-
te) untersucht. Für eine Erhöhung der Kriechbeständigkeit bzw. Formstabilität von
Schaumstrukturen ist neben einer hohen relativen Dichte auch eine Verwendung bei
uniaxial gestreckten Poren mit der Streckungsrichtung parallel zur Belastungsrichtung
vorteilhaft. Durch die Beeinflussung des Stegquerschnittes hin zu eher zylindrischen
Stegen kann die Kriechbeständigkeit außerdem verbessert werden. Dabei stellen diese
Betrachtungen eine rein mechanische Bewertung dar. Wie bereits aus der Literatur
von Werzner et al. [112] bekannt ist, hat die relative Dichte einen Einfluss auf
die Strömungseigenschaften. Die Permeabilität und die Filtereffizienz bezogen auf den
Druckverlust sinken beispielsweise bei zunehmender relativer Dichte. Es sind somit
auch fluiddynamische Untersuchungen der Einflüsse der Strukturparameter für den
Anwendungsfall der Keramikschäume als Filter von Metallschmelzen durchzuführen.
Solche Betrachtungen finden bereits im SFB 920 statt, waren aber nicht Inhalt der
vorliegenden Arbeit.
Außerdem erfolgte die Vorstellung von zwei homogenisierten Materialmodellen auf
Grundlage von neuronalen Netzen, die das elastisch-plastische Deformationsverhalten
von Schaumstrukturen beschreiben können. Zum einen wurden die makroskopischen
Spannungen direkt als Funktionen der dazugehörigen Verzerrungen approximiert. Im
zweiten, eher klassischen Ansatz geschieht die Beschreibung der Anfangs- und Fol-
gefließflächen durch ein neuronales Netz. Als Basis für das Training der neuronalen
Netze dienten die Ergebnisse von numerischen Experimenten. Beide Modelle können
das Deformationsverhalten der verwendeten repräsentativen Volumenelemente unter
monoton steigenden, proportionalen Belastungen im Zweidimensionalen abbilden, wo-
bei die Eigenschaften der zugrundeliegenden neuronalen Netze einen großen Einfluss
haben. Es treten beispielsweise Oszillationen in der Nähe von starken Änderungen der
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Anstiege der Spannungen auf. Eine Abbildung des anisotropen Deformationsverhaltens
der für das repräsentative Volumenelement verwendeten Struktur ist möglich. Durch
die Anpassungsfähigkeit der genutzen neuronalen Netze können auch andere Schaum-
strukturen abgebildet werden. Für eine Berücksichtigung des elastischen Verhaltens
bei Teilentlastungen nach stattfindender Plastizität auf der Mikroskala kann aber nur
eines dieser beiden Materialmodelle, das sogenannte hybride, verwendet werden. Die-
ses Modell wurde zusätzlich um das makroskopische Verhalten einer Schaumstruktur
bei fortschreitender Schädigung des Materials auf der Mikroskala erweitert. Es zeigten
sich hierfür gute Übereinstimmungen zwischen dem homogenisierten Materialmodell
und der makroskopischen Lösung der diskretisierten Struktur.
Das hybride Modell wurde außerdem für eine realitätsnahe Biegebelastung eines Kera-
mikschaumfilters angewendet. Anhand des Vergleiches von Belastungs-Durchbiegungs-
Kurven für zwei verschiedene Materialien auf der Mikroskala konnte das gute Abbil-
dungsverhalten des verwendeten homogenisierten Materialmodells gezeigt werden. Zu-
sätzlich zeigte sich eine gute Übereinstimmung beim Vergleich der Verschiebungsfelder
und der makroskopischen Spannungen und Verzerrungen. Dabei wird die Materialtan-
gente ausreichend genau ermittelt und auch der gegebene Anwendungsfall konnte gut
wiedergegeben werden. Damit ist eine drastische Reduzierung der Rechenzeit bis zu
einem Faktor von ca. 35 000 verbunden. Das entwickelte Tool kann nun genutzt wer-
den, um komplexe Filterstrukturen und -systeme mechanisch zu analysieren und für
den gegebenen Belastungsfall zu optimieren.
Die Dissipationsrate des hybriden Materialmodells wurde im Rahmen dieser Arbeit
ausschließlich während der numerischen Simulation beobachtet. Eine Überprüfung und
Berücksichtigung der thermodynamische Konsistenz wurde während des Trainings der
beteiligten neuronalen Netze nicht gewährleistet. An dieser Stelle sollten weitere Arbei-
ten anknüpfen, um ein von vornherein thermodynamisch konsistentes homogenisiertes
Materialgesetz zu erreichen. Außerdem wurde der Anteil der Verfestigung als rein dissi-
pativ behandelt. Eine Änderung der makroskopisch freien Energie durch beispielsweise
isotrope Verfestigung wird nicht berücksichtigt. Es ist eine Erweiterung des hybriden
Modells zur Beschreibung dieser makroskopischen Größe notwendig. Für eine Bewer-
tung ihres Einflusses sind detaillierte Untersuchungen nötig.
Desweiteren wurden die vorgestellten homogenisierten Materialmodelle nur im Zwei-
dimensionalem angewendet. Es bleibt die Verwendung zur Abbildung des Deformati-
onsverhaltens von Schaumstrukturen im dreidimensionalen Fall offen. Es werden aber
keine großen Herausforderungen bei der Modellierung erwartet, da die prinzipielle Vor-
gehensweise bei beiden Materialmodellen gut vom zwei- zum dreidimensionalen Fall
übertragbar ist. Nur die ausreichend genaue Aufbereitung der Zusammenhänge zwi-
schen den Ein- und Ausgabedaten, beispielsweise den makroskopischen Verzerrungen
und Spannungen, für die jeweiligen neuronalen Netze muss hierfür erfolgen. Weiter-
hin ist eine Erweiterung bzw. Überarbeitung für eine mögliche Berücksichtigung von
internen Größen (wie der relativen Dichte) und finiten Deformationen nötig.
Im Rahmen dieser Arbeit wurde die Homogenisierung 1. Ordnung verwendet. Beim An-
wendungsfall der Biegebeanspruchung eines Keramikschaumfilters während des Gieß-
prozesses treten in der Nähe der Lagerung Gradienten in den makroskopischen Span-
nungen und Verzerrungen auf. Um das makroskopische Verhalten der Strukturen bei
solchen Gradienten besser abbilden bzw. Größeneffekte berücksichtigen zu können, ist
eine Verwendung von Homogenisierungstheorien höherer Ordnung notwendig. Vor al-
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lem sollte der Einfluss der Porengröße, wie er sowohl bei den bruchmechanischen Bewer-
tungen als auch beispielsweise bei einer einfachen Schaumstruktur unter Scherbelastung
von Diebels u. Steeb [14] beobachtet wurde, in nachfolgenden Untersuchungen be-
rücksichtigt werden. Um dies zu ermöglichen, gibt es eine Vielzahl von Ansätzen und
Empfehlungen in der Literatur. Als Beispiele seien die Arbeiten von Hütter [42]
und Kouznetsova [52] genannt.
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A.1 Veranschaulichung der Kriechphasen
Aus Gründen der Vollständigkeit erfolgt in Abb. A.1 die prinzipielle Darstellung der
Dehnung ε und der Dehnrate ε˙ für einen eindimensionalen Kriechversuch mit allen
drei möglichen Kriechphasen. Auf Grundlage der experimentellen Ergebnisse, wie sie
in Kap. 2.1 gezeigt werden, wird im Rahmen dieser Arbeit nur die primäre Kriechphase


















































Abb. A.1: Idealisierte Darstellung der verschiedenen Kriechphasen (I ... primäres Kriechen, II ... se-
kundäres Kriechen, III ... tertiäres Kriechen) bis zum Kriechbruch aus Rösler et al. [79, Kap. 11].
Mit der vorhandenen Dehnung ε0 zu Kriechbeginn.
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A.2 Diskussion zur physikalischen Interpretation des
ermittelten Spannungsexponenten für primäres
Kriechen
An dieser Stelle soll kurz auf eine physikalische Interpretation des Spannungsexponen-
ten von n ≈ 1 eingegangen werden. Nach Cannon u. Langdon [10] wird solch ein
Spannungsexponent für Keramiken bei stationärem Kriechen für Korngrenzengleiten
und für Diffusionskriechen der Leerstellen durch das Gitter oder entlang von Korngren-
zen beobachtet. Für das verwendete Al2O3–C gibt es aber bisher noch kein Deforma-
tionsdiagramm. Basierend auf dem Deformationsdiagramm von Salmang u. Schol-
ze [80, Kap. 5] für eine mit Magnesiumoxid dotierte polykristalline Aluminiumoxid-
Keramik ergibt sich bei der verwendeten Korngröße des Al2O3–C von wenigen Mikro-
metern, vgl. Klemm et al. [51], und der untersuchten Belastungen, dass es sich um ein
diffusionskontrolliertes Korngrenzengleiten handelt. Für eine fundierte Betrachtung des
wirkenden Kriechmechanismus beim vorliegenden Material während der durchgeführ-
ten Kriech- und Relaxationsversuche ist eine tiefer gehende Untersuchung notwendig.
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A.3 Einfluss von weiteren Strukturparametern auf die
Struktursteifigkeit
A.3.1 Polydispersität
Reale Filterstrukturen weisen eine Streuung der Porendurchmesser auf. Um diesen




〈R2〉 − 1, (A.1)
mit dem Porenradius R, nachKraynik [53]. Wenn pP = 0 gilt, bedeutet dies, dass alle
Poren den gleichen Durchmesser haben (monodispers). Mit dem Verfahren aus Kap. 3.2
werden drei Schäume mit verschiedenen Werten von pP ∈ {0, 0.006, 0.01} generiert. Da-
für werden für die anfänglichen Kugelpackungen Radien mit einer Standardabweichung
s von
s = √pP 〈R〉 (A.2)
erzeugt, da dieser Zusammenhang zwischen s und pP nach Kraynik [53] eine gute
Übereinstimmung für Werte von pP < 0.3 zeigt. Die dazugehörigen berechneten Ku-
gelpackungen mit minimierter Oberflächenenergie (nach Schritt 3) sind in Abb. A.2
dargestellt. Unschwer sind hierbei die zunehmenden Durchmesser von einzelnen Poren
erkennbar. Ihre Porendurchmesserverteilungen sind in Abb. A.3 abgebildet. Die Poren-
durchmesser werden dabei mittels der Software MAVI [22] (engl. modular algorithms for
volume images) bestimmt.
(a) pP = 0 (b) pP = 0.006 (c) pP = 0.01
Abb. A.2: Schaum mit 216 Zellen in einem Würfel für verschiedene Polydispersitäten pP.
Durch die Erhöhung von pP nimmt die Diversität der Porendurchmesser zu, wie es
bereits durch Gl. (A.1) beschrieben wird. Es können hierbei einzelne große Poren ent-
stehen. Mit einem Wert von pP = 0.006 kann die Porendurchmesserverteilung der mit-
tels CT vermessenen realen Schaumproben gut abgebildet werden. Auch wenn dieser
Schritt einen großen Einfluss auf die Verteilung der Anzahl an Kanten pro Fenster und
Nachbarn pro Pore haben kann (vgl. Kraynik [53]), hat er nur einen sehr geringen
Einfluss auf die Struktursteifigkeit, wie es in Abb. A.4 zu erkennen ist.
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Abb. A.3: Verteilung der Porendurchmesser d für verschiedene Werte der Polydispersität pP und von
realen Schaumproben.
Abb. A.4: Einfluss der Polydispersität pP auf die Schaumsteifigkeit (Λ = 0, k = 1).
Der Einfluss von pP auf die Struktursteifigkeit ist nicht eindeutig, da erst die Steifigkeit
von pP = 0 zu pP = 0.006 ansteigt und danach für pP = 0.01 wieder abfällt. Dies kann
aber auch an der relativ geringen Anzahl von Poren (63) liegen, weshalb es Schwan-
kungen zwischen einzelnen Repräsentanten einer Strukturparameterkombination geben
kann, vgl. hierzu Kanaun u. Tkachenko [49] und Kanit et al. [50].
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A.3.2 „Annealing“
Zur weiteren Anpassung der stochastischen Strukturparameter von virtuell erzeugten
Schäumen gibt es die Möglichkeit nach Schritt 3 aus Kap. 3.2 eine weitere Minimie-
rung der Oberflächenenergie zu erzielen. Dies geschieht durch ein sogenanntes „An-
nealing“. Es erfolgt vor allem ein Umklappen von Fenstern mit vier Kanten. Wenn
danach zwei viereckige Fenster nebeneinander liegen, werden sie unter Einhaltung der
Plateauschen Regeln zu einem Fünfeck geändert. Weitere Informationen hierzu sind
in Kraynik [53] oder Abendroth et al. [2] zu finden.
Die gute Übereinstimmung der Verteilung der Kanten pro Fenster NK und Nachbarn
pro Pore NN mit zwei unterschiedlichen realen Schaumprobenarten nach diesem Schritt
ist in Abb. A.5 zu finden. Die Verteilung von NN der realen Schaumproben kann je-
doch nicht abgebildet werden, da die virtuellen Schäume für diese Untersuchung alle
monodispers sind und die Polydispersität einen Einfluss auf NN hat. Eine detailliertere
Diskussion ist hierzu in Abendroth et al. [2] zu finden.
Abb. A.5: Wahrscheinlichkeit für die Anzahl an Kanten pro Fenster NK (links) und der Nachbarn
pro Pore NN (rechts) des virtuellen Schaumes in verschiedenen Schritten, im Vergleich zu denen von
realen Keramikschaumfiltern (CT) und Messungen von Matzke [65], welcher Schäume mit gleichen
Porendurchmessern untersucht hat.
Die zusätzliche Minimierung der Oberflächenenergie hat aber nur einen sehr geringen
Einfluss auf die Struktursteifigkeit, wie es in Abb. A.6 zu erkennen ist.




Die Vorgänge innerhalb eines RVEs und die Extraktion der dazugehörigen Spannungs-
Dehnungs-Kurve sollen anhand der zweidimensionalen Struktur aus Abb. 3.18 unter
uniaxialer Zugbelastung gezeigt werden. Auf der Mikroskala wird dafür ein linear-
elastisches, ideal-plastisches von Mises-Material, vgl. Gl. (2.26), verwendet. Das Span-
nungsfeld der mikroskopischen von Mises-Spannung q innerhalb der Struktur bei ver-
schiedenen Belastungszuständen ist in Abb. A.7 dargestellt.
q/σY
(a) λ = 0 (b) λ = 1
(c) λ = 2 (d) λ = 3
Abb. A.7: 2D-Struktur aus Abb. 3.18 mit mikroskopisch linear-elastischem, von Mises ideal-
plastischem Material unter uniaxialer Belastung. Verschiebungen sind mit 0.05E/σY skaliert.
Bis zur elastischen Grenzlast bei λ = 1 steigt q an. Die Orte der maximalen Span-
nung sind dabei von der Belastungsrichtung abhängig. In Abb. A.7(b) ist der Bereich
der maximalen Spannung sehr begrenzt. Ab diesem Punkt beginnt die Plastifizierung
innerhalb des RVEs. Dabei muss bei einer makroskopischen Belastung nicht in allen Be-
reichen σY erreicht werden und plastische Deformationen stattfinden, vgl. Abb. A.7(d).
Die sich ergebende Spannungs-Dehnungs-Kurve auf der Makroskala ist in Abb. A.8
zu finden. Nach der anfänglichen elastischen Deformation steigt die makroskopische
Spannung bis zur plastischen Grenzspannung bzw. plastischen Traglast weiter an. Diese
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wird durch das Erreichen von σY im tragendem Querschnitt, welcher sich senkrecht zur
Belastungsrichtung befindet, auf der Mikroskala bestimmt.
Abb. A.8: Makroskopische Spannungs-Dehnungs-Kurve während der uniaxialen Belastung aus
Abb. A.7.
A.4.2 Nicht-assoziiertes Fließen
Das Fließen von Schaumstrukturen mit linear-elastischem, ideal-plastischem Material
auf der Mikroskala findet im Allgemeinen nicht-assoziiert auf der Makroskala statt.
Dies bedeutet, dass Φ¯ = Ψ¯ gilt. Um dies zu veranschaulichen ist in Abb. A.9 die Rich-
tung der plastischen Deformation ˙¯εplij eines Lastpfades für einen Schritt nach dem Er-
reichen der dazugehörigen Anfangsfließfläche abgebildet. Nur wenn ˙¯εplij mit der Norma-
len zur Anfangsfließfläche zusammenfällt, gilt Φ¯ ≡ Ψ¯. Für die Darstellung wurde linear-
elastisches, ideal-plastisches von Mises-Material aus Gl. (2.26) an der 2D-Struktur aus
Abb. 3.18 angewendet.
Abb. A.9: Fließrichtung ˙¯εplij eines Lastpfades für den Schritt nach dem Erreichen der Anfangs-
fließfläche.
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A.5 Versagens- und Anfangsfließflächen bekannter
Kriterien
Zur Bestimmung der funktionalen Zusammenhänge von verschiedenen Versagens- bzw.
Fließflächen für das hybride Materialmodell aus Kap. 5.2.1 werden verschiedene Krite-
rien aus der Literatur betrachtet. Berücksichtigung findet das von Mises-Kriterium
Φ(σij)vM = q − σY, (A.3)
das Drucker-Prager-Kriterium
Φ(σij)DP = q + β1I1 − (1 − β1)σY, (A.4)
das Tresca-Kriterium
Φ(σij)T = max(|σ1 − σ2| , |σ2 − σ3| , |σ3 − σ1|) − σY (A.5)





⎜⎝|σ1 − σ2| +
v−1
v+1(σ1 + σ2)
|σ2 − σ3| + v−1v+1(σ2 + σ3)
|σ3 − σ1| + v−1v+1(σ3 + σ1)
⎞
⎟⎠− σDruckY (A.6)
mit dem Verhältnis v = σDruckY /σ
Zug
Y der Fließspannungen unter einachsigem Druck σDruckY
zu einachsigem Zug σZugY .
(a) Spannungsraum (b) √σijσij(I1)
Abb. A.10: Anfangsfließflächen der Fließkriterien aus Gl. (A.3) bis Gl. (A.6) in verschiedenen
Darstellungen.
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A.6 Nahansicht einer Anfangsfließfläche approximiert
durch ein neuronales Netz
Für eine bessere Veranschaulichung der durch die Interpolationsschwankungen hervor-
gerufenen Verletzung der Konvexität in Abb. 5.10(a) aus Kap. 5.2.2 erfolgt in Abb. A.11
eine detailliertere Darstellung von Abb. 5.10(a).
Abb. A.11: Teilansicht der Anfangsfließfläche im normierten makroskopischem Dehnungsraum für das
von Mises-Fließkriterium auf der Mikroskala mit ihrer Approximation durch ein neuronales Netz
(NN) für NN‖ε¯∗ij‖(ϕ) mit jeweils NNe = 1, NNv = 10 und NNa = 1. Als Schaumstruktur wurde die
einfache 2D-Struktur aus Abb. 3.17 verwendet.
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A.7 UMAT für Abaqus zur Berechnung mit dem
kompakten Materialmodell
Zum Vergleich des Aufwandes in Kap. 6 wird in Alg. A.1 die nötige UMAT für das
kompakte Materialmodell aus Kap. 5.2.1 aufgeführt.
Alg. A.1 Während der numerischen Simulation aufgerufene Schritte für die Berech-
nung mittels des kompakten Materialgesetzes aus Kap. 5.2.1 realisiert über eine UMAT
für Abaqus.
Lies den aktuellen Verzerrungs- und Spannungszustand, Verzerrungsänderung und
Parameter :
1: Eingang: ε¯ij|t, σ¯ij|t, ∆ε¯ij, λ1, λ2
Berechne den neuen Verzerrungszustand:











Berechne den Mehrachsigkeitsparameter ϕ:




Berechne den Rotationswinkel der Hauptdehnungsachsen ψ:









Berechne den neuen Spannungszustand bzw. die Materialtangente nach Gl. (5.4) und
Gl. (5.7):
7: wenn λ|t+∆t ≤ λ1 :





10: wenn λ1 ≤ λt+∆t ≤ λ2 :
Berechne den Übergangsparameter aus Gl. (5.5):
11: Ξ = λ−λ1
λ2−λ1





















Gib die berechneten Größen (Spannungszustand, Materialtangente und Parameter)
zurück:
17: Ausgang: σ¯ij|t+∆t, J¯ijkl
∣∣∣
t+∆t
, λ|t+∆t, ϕ|t+∆t, ψ|t+∆t
